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Предисловие


Книга написана на основе курса, читаемого автором на инженерно-техническом факультете Кабардино-Балкарского госуниверситета студентам механических специальностей.


Механизмы и конструкции современной техники зачастую работают при сложных динамических режимах нагружения, поэтому постоянный интерес к теории колебаний поддерживается запросами практики. Теория колебаний и её приложения имеют обширную библиографию, включающую немалое количество учебников и учебных пособий. Часть из них приведена в списке литературы в конце данного учебного пособия. Почти вся существующая учебная литература предназначена для читателей, изучающих данный курс в большом объёме и специализирующихся в направлениях инженерной деятельности, так или иначе, существенно связанных с динамикой конструкций. Между тем в настоящее время все инженеры механических специальностей испытывают потребность в овладении теорией колебаний на достаточно серьёзном уровне. Попытка удовлетворить таким требованиям приводит к введению в образовательные программы многих вузов небольших по объёму специальных курсов. Данное учебное пособие призвано удовлетворить именно таким запросам, и содержит основы теории, задачи для домашних заданий и примеры по их решению. Этим обоснованы ограниченный объём учебника, выбор его содержания и название: «Основы теории колебаний». Действительно, в учебнике излагаются лишь основные вопросы и методы дисциплины. Заинтересованный читатель может воспользоваться известными научными монографиями и учебными пособиями, приведёнными в конце данного издания, для углублённого изучения теории и её многочисленных приложений.


Книга рассчитана на читателя, имеющего подготовку в объёме обычных втузовских курсов высшей математики, теоретической механики и сопротивления материалов.


В изучении такого курса существенный объём занимает выполнение домашних заданий в виде курсовых, контрольных, расчётно-проектировочных, расчётно-графических и других работ, требующих достаточно большого времени. Существующие задачники и пособия по решению задач не предназначены для указанных целей. Кроме того, имеется явная целесообразность в совмещении в одном издании теории и домашних заданий, объединённых общим содержанием, тематической направленностью и дополняющих друг друга.

При выполнении и оформлении домашних заданий студент сталкивается с множеством вопросов, которые не излагаются или недостаточно поясняются в теоретической части дисциплины; у него возникают трудности изложения хода решения задачи, способов аргументирования принимаемых решений, структурирования и оформления записей.

Испытывают затруднения и преподаватели, но уже организационного характера. Им приходится часто пересматривать объёмы, содержание и структуру домашних заданий, составлять многочисленные варианты задач, обеспечивать своевременную выдачу несовпадающих заданий в массовом порядке, проводить многочисленные консультации, разъяснения и т. д.

Данное пособие предназначено, в том числе, для уменьшения и исключения трудностей и сложностей перечисленного характера в условиях массового обучения. Оно содержит две задачи, по своей тематике охватывающие наиболее важные и базовые вопросы курса:

1. Колебания систем с одной степенью свободы.

2. Колебания систем с двумя степенями свободы.

Эти задачи по своему объёму и содержанию могут стать расчётно-проектировочными работами для студентов очных, очно-заочных форм обучения или контрольными работами для студентов заочной формы обучения.

Для удобства читателей в книге использована автономная нумерация формул (уравнений) и рисунков внутри каждого параграфа с помощью обычного десятичного числа в скобках. Ссылка внутри текущего параграфа делается простым указанием такого номера. При необходимости ссылки на формулу предыдущих параграфов, указывается номер параграфа и далее через точку – номер самой формулы. Так, например, обозначение (3.2.4) соответствует формуле (4) в параграфе 3.2 данной главы. Ссылка на формулу предыдущих глав делается так же, но с указанием на первом месте номера главы и точки. 


Книга является попыткой удовлетворить запросам профессиональной подготовки студентов определённых направлений. Автор отдаёт себе отчёт в том, что она, по-видимому, не будет свободна от недостатков, и поэтому примет с благодарностью возможную критику и замечания читателей для улучшения последующих изданий.


Книга может оказаться полезной также специалистам, интересующимся приложениями теории колебаний в различных областях физики, техники, строительства и других областей знаний и производственной деятельности.

Х.П.Культербаев
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Глава I
ВВЕДЕНИЕ

1.Предмет теории колебаний

[image: image1363.wmf]Некоторая система перемещается в пространстве так, что её состояние в каждый момент времени t описывается некоторым набором параметров: 
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  и т. д. Они могут иметь различную физическую или иную природу; например, отклонение массы, температура в данной точке среды, напряжение в заданной точке твёрдого тела, угол поворота маховика. Нередко ситуация такова, что известны начальное состояние системы 
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 и внешние воздействия 
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. И далее задача состоит в том, чтобы предсказать дальнейшую эволюцию системы во времени: 
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   (рис. 1). 

[image: image1364.wmf]Пусть одной из изменяющихся характеристик системы будет 
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. Могут быть различные характерные разновидности его изменения во времени: монотонный (рис. 2), немонотонный (рис. 3), существенно немонотонный (рис.4).


Процесс изменения параметра, который характеризуется многократным поочередным возрастанием и убыванием параметра во времени, называется колебательным процессом или просто колебаниями. Колебания широко распространены  в природе, технике и человеческой деятельности: ритмы головного мозга, колебания маятника, биение сердца, колебания звезд, колебания атомов и молекул, колебания силы тока в электрической цепи, колебания температуры воздуха, колебания цен на продукты питания, вибрация звука, вибрация струны музыкального инструмента.


Предметом изучения данного курса являются механические колебания, т. е. колебания в механических системах.

2. Классификация колебательных систем

Пусть u(х, t) – вектор состояния системы, f(х, t) – вектор воздействий на систему со стороны окружающей среды (рис. 1). Динамика системы описывается операторным уравнением 

[image: image1365.wmf]Lu(х, t)  = f(х, t),            (1)

где оператор L задаётся уравнениями колебаний и дополнительными условиями (граничными, начальными). В таком уравнении u и f могут быть и скалярными величинами.

Наиболее простая классификация колебательных систем может быть произведена по их числу степеней свободы. Число степеней свободы – это количество независимых числовых параметров, однозначно определяющих конфигурацию системы в любой момент времени t. По этому признаку колебательные системы можно относить к одному из трёх классов:

1)Системы с одной степенью свободы.

2)Системы с конечным числом степеней свободы. Они часто называются также дискретными системами.

3)Системы с бесконечным несчётным числом степеней свободы (континуальные, распределённые системы).

[image: image1366.wmf]На рис. 2 приведён ряд иллюстрирующих примеров по каждому их классов. Для каждой схемы в кружочках указано число степеней свободы. На последней схеме представлена распределённая система в виде упругой деформируемой балки. Для описания её конфигурации требуется функция  u(x, t), т. е. бесконечное множество значений u.

Каждому классу колебательных систем соответствует своя математическая модель. Например, система с одной степенью свободы описывается обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка, системы с конечным числом степеней свободы – системой обыкновенных дифференциальных уравнений, распределённые системы – дифференциальными уравнениями в частных производных. 


В зависимости от типа оператора L в модели (1) колебательные системы делятся на линейные и нелинейные. Система считается линейной, если соответствующий ей оператор является линейной, т. е. удовлетворяет условию
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при любых числовых множителях 
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. Если условие (2) не выполняется, то система называется нелинейной. 

[image: image1367.png]


Для линейных систем справедлив принцип суперпозиции (принцип независимости действия сил). Суть его на примере (рис. 3) двух внешних воздействий  
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 состоит в следующем. Автономно каждому из воздействий соответствуют реакции 
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 отвечает состояние системы  
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Стационарные и нестационарные системы. У стационарных систем на рассматриваемом отрезке времени 
[image: image18.wmf]]
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, свойства во времени не изменяются. В противном случае системы называется нестационарными. Следующие два рисунка наглядно демонстрируют колебания в таких системах. На рис. 4 показаны колебания в стационарной системе при установившемся режиме, на рис. 5 - колебания в нестационарной системе.

Процессы в стационарных системах описываются дифференциальными уравнениями с коэффициентами, постоянными во времени, в нестационарных системах – с переменными коэффициентами. 


Автономные и неавтономные системы. В автономных системах внешние воздействия отсутствуют. Колебательные процессы в них могут происходить лишь за счёт внутренних источников энергии или же за счёт энергии, сообщённой системе в начальный момент времени. В операторном уравнении (1) тогда правая часть не зависит от времени, т. е. f(x, t) = f(x). Остальные системы являются неавтономными.

Консервативные и неконсервативные системы. [image: image1369.png]


Система называется консервативной, если её полная механическая энергия (сумма потенциальной и кинетической энергий) остаётся постоянной в процессе колебаний, в противном случае - неконсервативной. В реальных системах рассеяние энергии всегда имеет место. Однако во многих случаях оно происходит так медленно и степень его влияния на колебания столь незначительна, что рассеянием энергии можно пренебречь. Тогда мы приходим к идеализированной колебательной системе в виде консервативной системы. Система, состоящая из массы и упругой пружины, при пренебрежении силами трения представляет консервативную систему (рис. 6), а с учётом сил трения – неконсервативную систему (рис. 7).

3. Классификация колебательных процессов
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Свободные колебания. Свободные колебания совершаются при отсутствии переменного внешнего воздействия, без притока энергии извне. Такие колебания могут происходить лишь в автономных системах (рис. 1). 

[image: image1372.png]


Вынужденные колебания. Такие колебания имеют место в неавтономных системах, и их источниками являются переменные внешние воздействия (рис. 2). 

Параметрические колебания. Параметры колебательной системы могут изменяться во времени, и это может стать источником колебаний. Такие колебания называются параметрическими. Верхняя точка подвеса физического маятника (рис. 3) совершает колебания в вертикальном направлении 
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, вследствие чего маятник совершает параметрические колебания вокруг шарнира. На вертикальный стержень в продольном направлении действует периодическая сила P(t), вызывая поперечные колебания стержня (рис. 4). Правая опора балки колеблется в горизонтальном направлении по закону 
[image: image20.wmf](
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, что служит причиной возникновения поперечных параметрических колебаний (рис. 5). 
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Автоколебания (самовозбуждающиеся колебания). У таких колебаний источники имеют неколебательную природу, и при этом сами источники включены в колебательную систему. На рис. 6 показана масса на пружине, лежащая на движущейся ленте. На неё действуют две силы: сила трения и упругая сила натяжения пружины, и они меняются во времени. Первая зависит от разности скоростей ленты и массы, вторая от величины и знака деформации пружины, поэтому масса находится под воздействием равнодействующей силы, направленной то влево, то вправо и совершает колебания. 

Во втором примере (рис. 7) левый конец пружины перемещается вправо с постоянной скоростью v, вследствие чего пружина перемещает груз по неподвижной поверхности. Образуется ситуация, подобная описанной для предыдущего случая, и груз начинает колебаться.

4. Кинематика периодических колебательных процессов

Пусть процесс характеризуется одной скалярной переменной 
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 - ускорение. Если существует такое число 
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то колебания называются периодическими (рис. 1). При этом наименьшее из таких чисел называется периодом колебаний. Единицей измерения периода колебаний является, чаще всего, секунда, обозначаемая с или сек. Употребляются ещё единицы измерения в минутах, часах и т. д. Другой, также важной характеристикой периодического колебательного процесса является частота колебаний
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определяющая количество полных циклов колебаний за 1 единицу времени (например, в секунду). Такая частота измеряется в 
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 или герцах (Гц), так что 
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 означает 5 полных циклов колебаний за одну секунду. В математических выкладках теории колебаний более удобной оказывается угловая частота
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измеряемая в 
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 или, что то же самое, в рад/сек. Она часто называется также круговой частотой.
Резюмируя можно сказать, что период колебаний и указанные частоты связаны соотношениями
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Наиболее простыми из периодических колебаний, но чрезвычайно важными для построения теоретической базы теории колебаний являются гармонические (синусоидальные) колебания, изменяющиеся по закону
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где 
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 - начальная фаза. Период таких колебаний  
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а затем и ускорение 
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Вместо (1) часто пользуются альтернативной записью 
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где  
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. Описания (1) и (2) могут быть представлены и в виде 
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Между константами в формулах (1), (2), (3) существуют легко доказуемые соотношения
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Использование методов и представлений теории функций комплексных переменных во многом упрощает описание колебаний. Центральное место в таком случае занимает формула Эйлера
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Здесь 
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 – мнимая единица. Тогда колебательный процесс имеет комплексное представление
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Формулы (1) и (2) содержатся в (4).  Например, синусоидальные колебания (1) можно представлять как мнимую составляющую (4)   
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а (2) - в виде вещественной составляющей
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Полигармонические колебания. Сумма двух гармонических колебаний с одинаковыми частотами будет гармоническим колебанием с той же частотой


[image: image53.wmf](

)

(

)

g

+

w

=

y

+

w

+

w

t

cos

A

t

cos

A

t

cos

A

2

1

,


[image: image54.wmf]y

+

+

=

cos

A

A

2

A

A

A

2

1

2

2

2

1

,       
[image: image55.wmf]y

+

y

=

g

cos

A

A

/

sin

A

tg

2

1

2

.

Слагаемые могли быть и с неодинаковыми частотами
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Тогда сумма (5) будет периодической функцией с периодом  
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 несократимая дробь, рациональное число. Вообще же, если два и более гармонических колебаний имеют частоты с соотношениями в виде рациональных дробей, то их суммы являются периодическими, но не гармоническими колебаниями. Такие колебания называются полигармоническими.    


Если периодические колебания не гармонические, то всё же их зачастую выгодно представлять в виде суммы гармонических колебаний с помощью ряда Фурье

               
[image: image63.wmf](

)

t

k

sin

b

t

k

cos

a

a

t

u

k

1

k

k

1

n

0

w

S

+

w

S

+

=

¥

=

¥

=

.                                      (6)
Здесь 
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 – коэффициенты Фурье,  
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 – номер гармоники,  
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  характеризует среднее значение отклонений, 
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 образует частотный спектр колебаний.


П р и м е ч а н и е. Теоретическим обоснованием возможности представления функции колебательного процесса рядом Фурье служит теорема Дирихле для периодической функции:


Если функция 
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Если 
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[image: image76.wmf](

)

(

)

t

f

t

s

=

,

а во всех точках разрыва 
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Кроме того, 
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Очевидно, что реальные колебательные процессы удовлетворяют условиям теоремы Дирихле.

В частотном спектре каждой частоте соответствует амплитуда Аk и начальная фаза 
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Они образуют амплитудный спектр  
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. Наглядное представление об амплитудном спектре даёт рис. 2.
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Определение спектра частот 
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 называется спектральным анализом. Из теории рядов Фурье известны формулы
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Для представления колебательных процессов часто используются комплексные ряды Фурье в виде
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Здесь коэффициенты Фурье являются комплексными числами
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Звёздочка означает переход к комплексно-сопряжённой величине. Между коэффициентами рядов Фурье (6) и (7) существуют соотношения (рис. 3)
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5. Уравнения движения
Уравнения колебаний составляются на основе методов, взятых из теоретической механики. В частности, наиболее общий метод основан на уравнениях Лагранжа 2 рода. Для системы с n степенями свободы они имеют вид
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Здесь Т – кинетическая энергия, П – потенциальная энергия, Ф – диссипативная функция Рэлея, 
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 - обобщённая координата к-го номера, 
[image: image98.wmf]k

q

&

 - обобщённая скорость, F
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 - обобщённая сила. В наиболее простом случае систем с одной степенью свободы функции Т, Ф и П вычисляются с точностью, при которой справедливы формулы
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где 
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 – коэффициенты инерции, сопротивления и жёсткости системы. 

Покажем на примерах, как определяются эти функции. Начнём с кинетической энергии.
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Пример 1. Тело массы m перемещается по горизонтали (рис. 1). Обобщённую координату обозначим  x(t).  Тогда 
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Пример 2. Диск с массой 
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 и радиусом 
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 вращается вокруг оси (рис. 2). 
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Обобщённая координата 
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,  коэффициент инерции совпадает с осевым моментом инерции диска   
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где  
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- угловая скорость вращения. Окончательно
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Пример 3. Однородный стержень с массой m и длиной  l  вращается вокруг оси (рис. 3).
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Пусть обобщённой координатой будет угол поворота φ(t). Воспользуемся известной формулой теоретической механики для вращающегося твёрдого тела и запишем для кинетической энергии
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В данном случае   
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Поэтому будет
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Нетрудно заметить, что в данном случае 
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Перейдём теперь к примерам на определение диссипативной функции Рэлея. 
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Пример 1. К массе, перемещающейся по горизонтальной плоскости, присоединён демпфер с коэффициентом линейно- вязкого сопротивления 
[image: image118.wmf]a

 (рис. 4).


Возьмём в качестве обобщённой координаты смещение x(t). Диссипативная функция Рэлея для данного случая определяется по известной формуле
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Значит,  
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Пример 2. К концу абсолютно жёсткого стержня АВ присоединён демпфер с коэффициентом линейно-вязкого сопротивления 
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(рис. 5). 
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В демпфере возникает сила 
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, препятствующая движению, и пропорциональная скорости перемещения v точки А. Пусть обобщённой координатой будет угол поворота стержня  φ(t). Диссипативная функция Рэлея для данного случая определяется по известной формуле
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Выразим скорость через обобщённую координату
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и получим окончательно
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Отсюда следует, что в такой системе
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Теперь обратимся к способам определения потенциальной энергии. Потенциальная энергия восстанавливающей силы пружины определяется по формуле
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где с – коэффициент жёсткости пружины, 
[image: image130.wmf]x

– деформация пружины, которая может быть как линейной, так и угловой. Рассмотрим примеры.


Пример 1. Цилиндрическая пружина имеет коэффициент жёсткости с
[image: image131.wmf]1

(рис. 6). Её конец перемещается по закону 
[image: image132.wmf](

)

t

x

. 

[image: image1382.png]AN (D)
Puc. 6




По условию задачи деформация пружины линейная и коэффициент жёсткости пружины задан
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По (3), получим потенциальную энергию деформированной пружины. Сравнивая с (2) имеем

[image: image134.wmf]2

1

x

c

2

1

П

=

.

Пример 2. К абсолютно жёсткому безмассовому стержню присоединена пружина с коэффициентом жёсткости 
[image: image135.wmf]1

c

 (рис. 7). Его конец перемещается по закону y(t). 

Покажем отклонённое положение системы пунктирно на рис. 7. Очевидно, что
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Тогда потенциальная энергия деформированной пружины по формуле (3) будет

[image: image1383.png]j16]

=

Puc. 3




[image: image137.wmf].

)

B

B

(

c

2

1

П

2

1

¢

=


В качестве обобщённой координаты примем 
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Как нетрудно заметить,
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Следовательно,
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Пример 3. Однородный абсолютно жёсткий безмассовый стержень опирается левым концом на шарнир со спиральной пружиной с коэффициентом жёсткости 
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 (рис. 8). Правый конец перемещается по закону 
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Покажем отклонённое положение системы пунктирно. В данном случае 
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Потенциальная энергия деформированной пружины
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При малых значениях угла поворота
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Выполняя подстановку, получим
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Потенциальная энергия в стационарном поле силы тяжести (рис. 9) определяется формулой
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где 
[image: image148.wmf]12

A

 - работа, совершаемая силами при переводе системы из положения 1 в положение 2, 
[image: image149.wmf]2
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- потенциальные энергии в положениях 1 и 2. Потенциальная энергия определяется с точностью до постоянного слагаемого. Поэтому можно принять, что 
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. Тогда формула упрощается и принимает вид
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Рассмотрим несколько характерных примеров на определение потенциальной энергии.

Пример 4. Однородный стержень с массой  
[image: image152.wmf]m

  и длиной  
[image: image153.wmf]l

  вращается вокруг верхнего конца (рис. 10). 
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В качестве положения 1 примем отклонённое положение стержня, в качестве положения 2 - нижнее равновесное положение. Пусть обобщённой координатой системы будет угол поворота 
[image: image154.wmf](
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. Потенциальная энергия отклонённого стержня равна работе силы тяжести G на перемещении стержня из отклонённого положения в равновесное положение. Тогда 
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h – вертикальное смещение центра тяжести стержня из точки B'  в в точку В. Очевидно, что
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Теперь
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Разложение косинуса в ряд имеет вид
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При малых значениях угла  
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  можно принять, что 
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Перейдём к вопросу определения обобщённой силы F. Известно, что между ней и силами, приложенными к системе, существует соотношение
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Здесь 
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- бесконечно малое приращение обобщённой координаты, 
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- бесконечно малые допускаемые (возможные) перемещения, на которых силы 
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 совершают работу. В левой части (4) стоит элементарная работа, совершаемая обобщённой силой на приращении обобщённой координаты, в правой части вычисляется работа, совершаемая силами 
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 на возможных перемещениях.
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Пример. В расчётной схеме, изображённой на рис. 11, обобщённой координатой системы с одной степенью свободы является перемещение точки 
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 по вертикали – 
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 точки приложения силы P(t) и угол поворота 
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 имеют противоположные направления). Равенство (4) принимает вид
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Учтём, что
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Подставим в (5) и получим


[image: image186.wmf](

)

y

r

/

M

P

2

r

/

y

M

y

P

2

y

F

d

-

=

d

-

d

=

d

.                                      (6)

Отсюда имеем для обобщённой силы
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Теперь определим слагаемые в уравнении (1). Используя (2), получим для системы с одной степенью свободы


[image: image188.wmf]cq

q

П

,

q

b

q

Ф

,

0

q

T

,

q

a

q

T

dt

d

,

q

a

q

T

=

¶

¶

=

¶

¶

=

¶

¶

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

=

¶

¶

&

&

&

&

&

&

&

.

Подстановка этих значений даёт дифференциальное уравнение второго порядка
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Другой способ составления уравнений движения основан на принципе Даламбера: уравнения динамики механической системы формально совпадают с уравнениями равновесия этой системы, если к действующим внешним силам, внутренним силам и реакциям связей добавить фиктивные (даламберовы) силы инерции. Для иллюстрированного здесь примера (рис. 12) такой силой является 
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 – сила трения (реакция связей). Воспользуемся уравнением равновесия
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Если 
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 (случай линейного вязкого трения), то (8) принимает вид
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Очевидно, что уравнения (9) и (7) в принципе совпадают.

 Глава II
СИСТЕМЫ С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ


Реальные механические системы всегда обладают бесконечным числом степеней свободы, но во многих случаях практически достаточен учёт одной или нескольких степеней свободы, главным образом определяющих положение колебательной системы. Приведение реальной схемы к расчётной с конечным числом степеней свободы выполняется с помощью ряда упрощений. Например, наиболее лёгкие элементы полагают не обладающими массой (невесомыми, безмассовыми), наиболее жёсткие элементы считают абсолютно недеформируемыми (абсолютно жёсткими), тела со сравнительно малыми геометрическими размерами принимают в виде материальных точек и т. д. 

1. Пример составления уравнения колебаний

Плоская механическая система с одной степенью свободы (рис. 1) [image: image1389.png]


состоит из блока, представляющего сплошной однородный диск с массой  
[image: image198.wmf]1
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  и радиусом  
[image: image199.wmf]r

; абсолютно жёсткого однородного стержня AB с массой  m2  и длиной  l; невесомых, недеформируемых стержней CD, BE; тела с массой 
[image: image200.wmf]3

m

; цилиндрической винтовой пружины с коэффициентом жёсткости c1; спиральной пружины с коэффициентом жёсткости c2; демпфера с коэффициентом вязкого сопротивления α. Вынужденные колебания возбуждаются гармоническим моментом M(t) = M0 cos (t. Требуется составить уравнение вынужденных колебаний.

Таблица исходных данных:

	m1

кг
	r
см
	m2

кг
	l
см
	m3

кг
	c1
Н/м
	c2
Нм/рад
	α

Нс/м
	M0

Нм

	7
	25
	3,5
	60
	5
	8400
	2000
	100
	18


Покажем на рисунке пунктирно отклонённое положение системы. Под действием сил тяжести G2  и  G3, создаваемых массами m2, m3, точка В стержня АВ отклоняется вниз на величину у0; блок поворачивается вокруг оси на угол φ0. Эти величины являются постоянными и не зависят от времени. В процессе колебаний к ним  добавляются временные составляющие, т. е. функции, зависящие от времени у(t) и φ1(t). 

Перемещение 
[image: image201.wmf]B
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= y(t) точки В примем в качестве обобщённой координаты. Очевидно, что её значение однозначно определяет положение стержня АВ, блока с массой m
[image: image202.wmf]1

 и тела с массой m
[image: image203.wmf]3

. Это значит, что данный механизм представляет собой систему с одной степенью свободы. Будем полагать при этом, что y(t) отсчитывается от положения статического равновесия. 

Выше показано, что общее уравнение колебаний имеет вид
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В данном случае q(t) = y(t), так что перепишем уравнение (1)
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Далее вопрос заключается в том, чтобы найти коэффициенты a, b, c и правую часть уравнения. Используем для этого формулы кинетической энергии, потенциальной энергии и диссипативной функции Рэлея. 

Кинетическая энергия системы есть сумма кинетических энергий трёх тел, обладающих массой: вращающегося блока, стержня AB, тела с сосредоточенной массой m3 
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Кинетическая энергия вращающегося блока вычисляется по формуле
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где J1 – осевой момент инерции вращающегося тела, ω1 – угловая скорость вращения. Они вычисляются по известным формулам
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Как видно из чертежа (рис. 1), угол поворота блока вокруг своей оси
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Следовательно, 
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Подставляя в (4), имеем 
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Кинетическая энергия стержня АВ, вращающегося вокруг шарнира А
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причём осевой момент инерции
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С учётом малости угла поворота  
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Значит,  
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Кинетическая энергия массы m
[image: image219.wmf]3

 определяется по формуле
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где v - скорость движения массы m3 в вертикальном направлении, т. е .  
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. Следовательно, кинетическая энергия принимает вид
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Выражения (5), (6), (7) подставляем в (3) и получаем суммарную кинетическую энергию
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Следовательно, 
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Диссипативная функция Рэлея определяется формулой
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где vk – скорость движения точки К. Она равна скорости точки D
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Тогда
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Отсюда следует, что  
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Общая потенциальная энергия определяется как сумма потенциальных энергий
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где 
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 – потенциальная энергия растянутой пружины; 
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 - потенциальная энергия закручиваемой пружины (спирали); 
[image: image233.wmf]3

P

 - потенциальная энергия тела с массой 
[image: image234.wmf]3
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;  
[image: image235.wmf]4
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 - потенциальная энергия стержня АВ. Определим каждое из слагаемых. 

Потенциальная энергия растянутой пружины 
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[image: image1390.png]


Здесь учтено, что в положении равновесия пружина уже была растянута за счёт сил тяжести  
[image: image237.wmf]2
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 и  
[image: image238.wmf]3

G

 на величину 
[image: image239.wmf]0

y

. Фактически 
[image: image240.wmf]1

P

 определяется как работа силы упругости пружины при переходе из отклоненного положения в равновесное положение (рис. 2). По рисунку потенциальная энергия растянутой пружины равна заштрихованной площади трапеции CABD, т. е. определяется формулой (10).

Аналогично определяется потенциальная энергия закручиваемой пружины
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Здесь 
[image: image242.wmf]0
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 - угол поворота блока из исходного положения в равновесное. По чертежу рис. 1 видно, что
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Учтем эти выражения и запишем
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Потенциальная энергия тела с массой  m3  равна работе силы тяжести (веса) G3  на перемещении из отклонённого положения в равновесное положение, т. е.
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Знак минус здесь появился из-за того что сила G3 направлена вниз, в то время как её перемещение Е'Е направлено вверх. Аналогично для стержня АВ
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Суммируя (10) – (13), получим
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Известно, что в положении равновесия потенциальная энергия является минимальной. Отсюда следует, что её производная по обобщённой координате должная равняться нулю.
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Значит,
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Поэтому окончательно имеем 
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Следовательно,
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Определим обобщённую силу F, соответствующую возмущающему моменту М(t). С этой целью обобщённой координате сообщим приращение 
[image: image253.wmf].
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 На нём обобщённая сила совершит работу 
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При этом угол 
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 получит приращение 
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 а момент M(t) совершит работу 

AM = M δφ1 = 
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Эти две работы должны быть равны между собой, т. е. 
AF = AM. 
Отсюда имеем
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Амплитуда обобщённой силы 
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Учтём найденные числовые значения коэффициентов (8), (9), (14), (15) и перепишем уравнение (2) 
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2.Уравнение колебаний в общем виде. Частные случаи

Как показано выше, уравнение колебаний в общем случае имеет вид
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Для придания ему более удобной формы разделим на а и получим 
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Здесь  
[image: image263.wmf]a
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 - коэффициент трения (демпфирования), 
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С помощью (1) далее будем изучать различные частные случаи колебаний:

1) Свободные колебания при отсутствии трения 
[image: image265.wmf].
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 Уравнение (1) принимает вид 
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2) Свободные колебания с учётом трения  
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3) Вынужденные колебания при отсутствии трения   
[image: image270.wmf]0
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3) Вынужденные колебания с учётом трения
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3. Свободные колебания при отсутствии трения

[image: image1391.png]12 12
Puc. 7



Свободные колебания являются наиболее простым типом колебаний. Возьмём массу m, прикреплённую к опоре пружиной с коэффициентом жёсткости с (рис. 1). Уравнение I.5.9 принимает вид
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Это обыкновенное дифференциальное линейное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами m и с. Правая часть уравнения равна нулю, поэтому оно называется однородным. Величина массы m задана, она находится, например, экспериментально путём взвешивания, вычисляется по формуле и т. д. Коэффициент жёсткости пружины с может быть определён также экспериментально, но в большинстве случаев его приходится вычислять. При этом в роли «пружины» могут выступать различные упругие элементы. 

Общий подход в определении коэффициента жёсткости состоит в следующем. Принимается, что сила упругости пружины пропорциональна смещению массы

Q = cx.

Отсюда получается формула
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Коэффициент жёсткости с можно найти экспериментально, замерив силу, действующую на пружину, и величину её растяжения или смещения точки приложения силы. Для теоретических подсчётов более удобно преобразовать эту формулу к виду 
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где 
[image: image276.wmf]d

 - перемещение от единичной силы 
[image: image277.wmf]Q

 = 1, часто называемое  коэффициентом податливости. 


Рассмотрим некоторые характерные случаи.

[image: image1392.png]


1)Упругий элемент - цилиндрическая винтовая пружина (рис. 2). G – модуль сдвига материала, n - количество витков, d – диаметр проволоки. Её осадка определяется известной формулой сопротивления материалов
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Отсюда следует, что
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Значит, 
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2)Если в качестве пружины выступает стержень (рис. 3) постоянного сечения площадью А, длины  l, из материала с модулем упругости Е, то 
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3)В случае балки с шарнирно опёртыми концами (рис. 4) при действии единичной силы её прогиб в середине пролета определяется по известной формуле
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Поэтому      


[image: image284.wmf]3

EJ

48

c

l

=

.

[image: image1395.png]


4)Пусть вал с диском на свободном конце закручивается моментом 
[image: image285.wmf]M

= 1 (рис. 5). В качестве упругой пружины выступает стержень постоянного сечения с моментом инерции на кручение Jк. Угол закручивания диска будет
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Следовательно, 
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Уравнение (1) преобразуем к виду
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где  
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Уравнения (2) недостаточно для однозначного описания колебаний, т. е. для однозначного определения положения массы и её скорости в любой момент времени. Решение этого уравнения должно удовлетворять ещё начальным условиям при  t = 0 

                              
[image: image290.wmf](

)

,

x

0

x

0

=

       
[image: image291.wmf](

)

0

v

0

x

=

&

.                                     (4)

Здесь 
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 - начальное смещение, 
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 - начальная скорость. Равенства (2), (4) образуют задачу Коши. Корни характеристическое уравнения
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чисто мнимые 
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Поэтому общее решение уравнения (2) имеет вид
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Дифференцируя его, получим
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Используя (4), определяем значения произвольных постоянных 
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Из (5) следует, что параметр ω0 , определяемый с помощью (3)          
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является  угловой частотой свободных колебаний и имеет единицы измерения рад/сек, 
[image: image301.wmf]1
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. Равенство (5) можно переписать в виде гармоники 
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где А – амплитуда колебаний (рис. 6), вычисляемая по формуле 
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φ - начальная фаза колебаний, причём
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При этом период колебаний 
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Пример.  На балке пролётом l расположена сосредоточенная масса m (рис. 7). Найти частоту свободных колебаний, если  l = 1 м,  m = 5 кг,  d = 10 мм, Е = 200 ГПа. 

Как показано выше, коэффициент жёсткости балки
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Для круглого сечения осевой момент инерции
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Теперь     
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Угловая частота колебаний определяется по формуле (6)
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4.Вынужденные колебания при отсутствии трения

[image: image1398.png]


Пусть теперь на тело с массой m (рис. 1) действует возмущающая сила P(t). Его отклонение от равновесного положения обозначим x(t). Если показать отдельно массу, то на неё вследствие движения ещё будут действовать даламберова сила инерции 
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сила упругости растянутой пружины 

Q = cx.

Действуя согласно принципу Даламбера, получим
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Разделив на m, можно записать уравнение колебаний 
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Общее решение уравнения (1) есть сумма 
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где 
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 - частное решение уравнения (1), 
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 - общее решение однородного уравнения при  
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. Можно показать, что частное решение имеет вид
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Общее же решение 
[image: image321.wmf](
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 определяется формулами (3.5), (3.7). Подстановки в общее решение дают 
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Формула (3) является универсальной. С её помощью можно находить решения при любых функциях P(t). Рассмотрим важные частные случаи гармонических и негармонических, но периодических возбуждений колебаний.

Гармоническое возбуждение.   Пусть 
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Уравнение движения приобретает вид 
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Перемещение x(t) можно найти по формуле (3), подставив в неё 
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Такое решение состоит из двух частей. Одно слагаемое зависит от начальных условий и частоты 
[image: image326.wmf]0
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, соответствует свободным колебаниям и в реальных системах затухает с течением времени из-за наличия трения. Поэтому эту составляющую решения далее не будем учитывать. Второе слагаемое не зависит от начальных условий и соответствует колебаниям с частотой возмущающей силы 
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. Это решение, отвечающее стационарным колебаниям, можно записать в виде
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Подстановка (4) в (3) даёт равенство
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Из него легко находится амплитуда колебаний  
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Здесь введены обозначения для статического отклонения от силы 
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динамического коэффициента
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На рисунке 2 показана кривая зависимости модуля динамического коэффициента от частоты возмущений силы. Такого рода графики называются амплитудно – частотными характеристиками. К ним относятся и графики функции 
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. При построении кривых обычно применяется знак модуля для их более компактного изображения. На самом деле β и А имеют отрицательные значения при 
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. Это означает, что колебания происходят в противофазе с возмущающей силой. При положительном значении силы отклонение отрицательное и наоборот.

При  
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т. е. имеют место резонансные колебания.

Для тех же целей очень удобно применение комплексных функций и переменных. Рассмотрим два типа гармонических возмущений, которым соответствуют уравнения колебаний
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Умножим (7) на i, сложим результат с (8)  и получим
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Здесь 
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учтено, что  по формуле Эйлера
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Решение уравнения (9) при установившемся режиме ищется в виде 
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Подстановка (10) в (9) даёт
А(iω)
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После простейших преобразований запишем                         
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Введём обозначение для характеристики системы
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которая называется импедансом системы или динамической жёсткостью системы. Тогда (11) примет вид
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Импеданс 
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 получается формальной заменой символа производной d/dt на 
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 в операторе левой части уравнения колебаний (9)
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Из (13) легко получим амплитуду
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Здесь 
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 - частотная характеристика системы. Другое её название – передаточная функция системы. Использование равенств (12), (14) даёт прежний результат (5)
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В задачах рассматриваемого типа часто применяют терминологию из теории автоматического управления и регулирования. Например, на некоторое техническое устройство (рис. 3) подаётся сигнал f(t), который преобразуется к выходу в виде сигнала x(t). Связь между двумя функциями при этом описывается операторным соотношением

Lx(t) = f(t).

В таком случае f(t) называется входным сигналом, входной функцией, x(t) – откликом, выходной функцией. Обобщая (14), можно написать эту формулу в виде соотношения
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где 
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- комплексные амплитуды входной и выходной функций.


Пример. На абсолютно жёсткой балке GВ установлена машина с неуравновешенной вращающейся частью, создающей динамическую силу  
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(рис. 4). В точке С балка поддерживается стальной тягой CD с заданными характеристиками. Требуется найти динамический коэффициент при пренебрежении массами балки и стальной тяги. 

При гармоническом возбуждении динамический коэффициент определяется формулой
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Значит, надо найти частоту свободных колебаний 
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причём 
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- перемещение точки В при действии единичной силы 
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 Очевидно, что по условиям равновесия опорная реакция R, показанная на рис. 5, равна 2. Из схемы деформированной системы следует
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Следовательно, квадрат собственной частоты
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Искомый динамический коэффициент
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Негармоническое периодическое возбуждение.  Теперь на колебательную систему действует произвольная периодическая возмущающая сила 
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  с периодом Т (рис. 6).

Простой метод расчёта основан на применении ряда Фурье для представления входного возмущения
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Здесь
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Используем ранее найденные решение (4), (5) при гармоническом возбуждении и с помощью принципа суперпозиции запишем для выходной функции
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Резонанс может произойти при совпадении частоты возмущения 
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 с дробными долями от  
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 и т. д., так как при этом один из знаменателей обращается в нуль, а соответствующее слагаемое - в бесконечность. 
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Кинематическое возбуждение колебаний. На рис. 7 изображена колебательная система, в которой источником колебаний являются периодические смещения точки крепления упругой пружины.

Пусть x(t) – относительное перемещение массы (удлинение пружины), y(t) – колебания точки подвеса массы, 
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 - абсолютное перемещение массы. Уравнение движения при этих условиях имеет вид
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или    
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Рассмотрим гармоническое возбуждение колебаний y(t) = a cos ωt, где а  амплитуда колебаний опоры. В этом случае
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В принципиальном отношении это тот же случай гармонического возбуждения с уравнением колебаний (7), но теперь амплитуда силового воздействия 
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. Подстановка в (5) даёт формулу для амплитуды колебаний
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Амплитудно – частотная характеристика таких колебаний – представлена на рис. 8. Кривая зарезонансных колебаний имеет асимптоту 
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5. Демпфирование колебаний

5.1. Диссипативные силы

До сих пор рассматривались идеализированные системы, в которых отсутствовали силы сопротивления. Изучая, например, свободные колебания, мы имели дело с автономной консервативной системой, т. е. в уравнении время явно не присутствует, а полная механическая энергия системы остается постоянной величиной. Поэтому в колебательной системе поддерживается неограниченно долго процесс, заданный начальными возмущениями 
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x

 и 
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 Между тем свободные колебания с течением времени затухают. Причина в том, что энергия тела, деформированного первоначально, постепенно и необратимо поглощается и рассеивается, преобразуется или обращается в тепло. Эту необратимую работу совершают диссипативные силы. К таким силам относятся : 


1)Силы внутреннего трения: внутри материала, в опорах и сочленениях системы (конструкционное трение). 


2)Силы внешнего трения: в опорах, сопротивление среды (воздуха, жидкости). Особенно значительные диссипативные силы возникают в специально устроенных демпферах (гидравлических, пневматических амортизаторах; успокоителях колебаний, основанных на действии токов Фуко, и других технических устройствах). 
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Направление диссипативных сил в любой момент процесса движения противоположно скорости движения,  причём величина силы, как правило, связана с величиной скорости соотношением 
[image: image383.wmf](
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Простейшим элементом трения является вязкий демпфер, изображённый на рис. 1. Показан рисунок, близкий к реальному, и условный элемент, заменяющий демпфер в расчётных схемах. Зависимость силы трения от скорости может быть линейной (рис. 2) или нелинейной (рис. 3). В первом случае зависимость имеет вид
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где 
[image: image385.wmf]a

- коэффициент вязкого сопротивления. Ко второму случаю, например, относится квадратическая функция
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Здесь и далее применяется обозначение сигнум для функции действительного переменного х, обладающей свойствами
sgn x = 
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В конструкциях демпферов часто используют элементы сухого трения, характеристики которых соответствуют простейшему закону Амонтона – Кулона (рис. 4)
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5.2. Внутреннее трение

При отсутствии специальных демпферов чаще всего главную роль играют факторы внутреннего трения в материале или иначе – внутреннее трение в конструкции. 
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Если бы материал был идеально упругим, то диаграмма перемещений при колебаниях была бы прямой ab (рис. 1). Но есть внутреннее трение, оно нелинейное и график представляет петлю гистерезиса: при установившихся циклах вынужденных колебаний в виде эллипса (рис. 2), а при свободных колебаниях в виде спирали (рис. 3). 

Площадь замкнутой петли гистерезиса равна работе 
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 совершаемой силами внутреннего трения за один цикл деформации. Площадь заштрихованного треугольника (рис. 2)  равна наибольшему значению потенциальной энергии упругих сил П. Их значения следующие
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Отношение 
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характеризующее величину рассеянной энергии, называется коэффициентом поглощения энергии. 

График затухающих колебаний имеет вид, изображённый на рисунке 4. Определим по нему коэффициент поглощения энергии, полагая, что  ΔА = ΔП 
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Знак минус здесь появился потому, что коэффициент 
[image: image394.wmf]y

 является положительной величиной в то время, как дифференциал потенциальной энергии является отрицательной величиной. Найдём его
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Подставляем в (1) и интегрируем результат
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Здесь введено обозначение для логарифмического декремента колебаний 
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В формулы динамического расчёта коэффициент поглощения 
[image: image401.wmf]y

 часто входит в виде отношения к числу 
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 а именно через коэффициент неупругого сопротивления

                                        
[image: image403.wmf].

2

p

y

=

g

                                                        (4)

[image: image1410.png]o

P(t)]

Puc. 4

Puc. 5

SO



Конкретные значения коэффициентов 
[image: image404.wmf]g
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 определяются конструкцией, материалом и другими собственными свойствами колебательной системы. Для строительных материалов значения  
[image: image405.wmf]g

  следующие:

бетон и железобетон - 0,1;           кирпичная кладка     - 0,08;

дерево                       - 0,05;           прокатная сталь         - 0,025.

Есть многочисленные таблицы и графики (типа, изображённого на рис. 5) зависимости 
[image: image406.wmf]d
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s

 (напряжение - логарифмический декремент) для разных материалов, с учётом технологических обработок материала, температуры, для различных видов деформаций: растяжение, изгиб, кручение и т. д.

Есть литературные данные [5] о значениях коэффициентов поглощения в стыках конструкций, резьбовых соединениях, шпоночных и шлицевых соединениях, подшипниках, в тросах и канатах и т. д.
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Величина внутреннего трения связана с деформацией материала. Одна из таких зависимостей называется Гипотеза Фойгта (1850 – 1919 г.г.). Обобщая закон Гука на динамическое нагружение материала, Фойгт предложил гипотезу о вязкоупругом деформировании (рис. 6), выражаемую формулой
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где 
[image: image408.wmf]k

 - коэффициент вязкости материала, 
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 - скорость изменения деформации. Она оказалась сравнительно удобной для использования в уравнениях колебаний. Но гипотеза Фойгта имеет очевидную неточность («дефект»), заключающуюся в следующем. Можно показать, что использование (4), даёт формулу для коэффициента поглощения энергии
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Здесь 
[image: image411.wmf]w

 - частота колебаний. В силу (6), (3), 
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Формула (6) показывает, что логарифмический декремент является частотно – зависимой величиной (рис. 7, сплошная линия). Между тем многочисленные опыты показывают, что значение 
[image: image413.wmf]d

 остается постоянной 
[image: image414.wmf]величиной в широком диапазоне значений 
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 (рис. 7, пунктирная линия). Поэтому гипотеза Фойгта, вообще-то говоря, даёт неверные результаты. Но ею можно пользоваться вблизи точки пересечения сплошной и пунктирной линий, или при колебаниях, далеких от резонанса, так как для таких колебаний небольшие значения внутреннего трения не играют почти никакой роли.

Этот «дефект» можно исправить. Для этого перепишем (4) в виде 
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Коэффициент вязкости материала 
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 найдем таким, чтобы (5) и (7) давали одинаковые результаты, т. е. имели равные правые части 
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Отсюда              
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и (6) принимает вид
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В результате логарифмический декремент колебаний стал частотно - независимым.

6. Свободные колебания с вязким сопротивлением.

Основное уравнение имеет вид однородного дифференциального уравнения второго порядка
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Ему соответствует характеристическое уравнение 
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Решение уравнения (1) зависит от результата вычислений по формулам (2). Рассмотрим всевозможные частные случаи. 
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- отрицательные числа. Решение имеет вид
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- постоянные интегрирования, которые находятся из начальных условий  
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Простые вычисления показывают, что
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Отсюда следует 
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В данном случае вязкое сопротивление столь
[image: image435.wmf] велико, что тело не колеблется, оно совершает апериодическое лимитационное движение (рис. 1).
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 Корни характеристического уравнения равны между собой и отрицательны 
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Использование начальных условий дает 
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Как и в предыдущем случае, движение является апериодическим.
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. Корни характеристического уравнения становятся комплексно сопряжёнными 
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Здесь введено обозначение
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Решение уравнения (1) имеет вид
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или по другому (рис. 2)
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Как нетрудно заметить 
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 имеет смысл частоты свободных колебаний при наличии сил сопротивления. При 
[image: image447.wmf]0

=

e

 эта частота обращается в частоту 
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, ранее найденную при игнорировании сил трения.

Амплитуда колебаний и начальная фаза выражаются через произвольные постоянные интегрирования следующим образом
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Остальные характеристики будут следующими. Период колебаний     
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декремент колебаний
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Подставим в (5) значения  
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 по (5.2.9), (4) и придём к равенству
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из которого следует
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В подкоренном выражении численное значение 
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 значительно меньше, чем 4. Поэтому окончательно при вязком внутреннем трении формула примет вид
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Если трение осуществляется с помощью демпфера, то 
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 определяется с помощью диссипативной функции Релея 
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Найдем теперь постоянные интегрирования в формуле (3). Пусть
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Подставляя в (3), имеем
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Отсюда следует, что
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Решение (3) принимает вид
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3) 
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. Корни характеристического уравнения кратные и вещественные.

Общим решением уравнения (1) будет
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При начальных условиях (6)
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Отсюда
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Подставляя в (8), получим
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Таким образом, решение соответствует апериодическому движению.

7. Вынужденные колебания с вязким сопротивлением
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[image: image474.wmf]При наличии специального устройства в виде демпфера (рис. 1) учёт сил сопротивления в уравнении колебаний осуществляется сравнительно легко с помощью диссипативной функции Рэлея. В том случае, когда силы сопротивления образуются в виде внутреннего трения в материале (продольные колебания стержней, изгибные колебания балок, крутильные колебания валов и т. д.), определение коэффициента трения в дифференциальном уравнении встречает значительные трудности. Один из подходов состоит в следующем. По принципу Даламбера составляется уравнение, состоящее в том, что сумма проекций всех сил на горизонтальную ось равна нулю
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 - даламберова сила инерции, Q = cx – сила упругости пружины. Сила внутреннего вязкого сопротивления принимается в виде 
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- коэффициент вязкого сопротивления. Тогда (1) принимает вид
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Обозначим 
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подставим в (2) и запишем окончательно основное уравнение колебаний
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Рассмотрим подробнее вопрос об определении коэффициента ε при внутреннем трении. Перемещения при гармонических колебаниях имеют вид
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Сила вязкого трения  
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Максимальная энергия составляет при этом
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Здесь учтено, что  
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При свободных колебаниях  
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 EMBED Equation.3  [image: image489.wmf] и было найдено соотношение (5.2.3), из которого следует, что 
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При частоте, отличной
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Коэффициент трения  
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   можно найти из равенства правых частей (4) и (6)
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В преобразованиях здесь учтено ранее установленное соотношение  (5.2.8).
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Рассмотрим действие импульса 
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 на неподвижную недеформированную систему в начальный момент времени. При таком внезапном действии импульса возникают начальные условия 
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В силу (6.7) далее во времени происходят свободные затухающие колебания
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Если положим, что J = 1, то получим функцию Грина
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Тогда при  действии произвольной силы P(t) метод наложения даёт
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Подставим сюда (8) и получим решение уравнения (3)
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Формула (9) соответствует нулевым начальным условиям. Если надо учесть условия, отличные от нулевых, то ещё добавляется решение для свободных колебаний (6.7)

Внезапное приложение нагрузки. К колебательной системе, находящейся в покое в момент времени t = 0, внезапно прикладывается сила Р(t) = Р0, которая далее по времени остается постоянной величиной
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Формула (9) даёт 
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В результате интегрирования получим равенство
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где 
[image: image508.wmf]c

P

x

0

ст

=

 - статическое отклонение.
Гармоническое возмущение.  На колебательную систему действует сила, изменяющая по гармоническому закону
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Дифференциальное уравнение движения имеет вид
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Найдём частное решение уравнения (10), описывающее стационарное периодическое движение с периодом возмущающей силы. Движение, зависящее от начальных условий, со временем затухает, и не будет здесь учитываться. Удобно использовать комплексную форму решения. Поэтому уравнению (10) придадим вид
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Здесь по формуле Эйлера

eiωt = cos ωt + i sin ωt.

Из этого следует, что теперь функция x(t) является комплексной и состоит из вещественной и мнимой частей. Поскольку уравнение (11) линейное, вещественная часть будет решением уравнения (10), мнимая часть – решением того же уравнения, но с правой частью 
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Искомое решение имеет вид 


[image: image513.wmf]t

i

ae

)

t

(

x

w

=

.                                                 (12)

В силу сказанного выше, амплитуда а является комплексной. Подставим (12) в (11) и получим
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Здесь введено обозначение для импеданса системы с вязким сопротивлением, по другому, динамической жёсткости 
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Из (13) легко получим формулу для комплексной амплитуды
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- передаточная функция, частотная характеристика.

В показательной форме 
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причём А здесь является уже вещественной амплитудой колебаний и её можно найти по формуле
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где звёздочки означают переход к комплексно-сопряжённой величине. Сдвиг фаз между гармоническим возмущением и отклонениями массы определяется равенством
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Следует обратить внимание на то, что при игнорировании трения (ε = 0), такой сдвиг фаз отсутствует, т. е. φ = 0.
Равенства (11), (12), (14) дают
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Отделяя действительную часть, можно получить


[image: image522.wmf])

t

cos(

A

)

t

(

x

j

-

w

=

.                                            (16)

При статическом приложении силы  
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  отклонение  равно 
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. При динамическом действии нагрузки амплитуду, определяемую формулой (15), можно представлять в виде
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является динамическим коэффициентом.
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На рис. 2 показаны амплитудно-частотные характеристики (точнее, графики функции 
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 при различных значениях трения, т. е. безразмерной величины  
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Из графиков видно, что вдали от резонанса 
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 трение мало влияет на величину коэффициента динамичности. Это даёт возможность вести расчёт таких режимов без учёта демпфирования. Теперь рассмотрим сдвиг фазы 
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 между нагрузкой и отклонениями. При малом трении угол сдвига имеет заметное влияние только в области резонанса. Вообще же 
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 до 
[image: image534.wmf]p

. При резонансе 
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Вместо (17) можно записать с помощью (7) несколько формул для определения динамического коэффициента
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Пример. Мотор с массой 
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двутавровых балках №30. На валу мотора укреплён груз массой 
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с-1,  l = 10 м. Пренебрегая весом балок, определить A и 
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,  выписать закон движения массы  m.

Модуль упругости стали E = 2 · 1011 Па. Осевой момент инерции поперечного сечения балки из двух двутавров J = 2Jx = 2 · 7080 = 14160 см4. Коэффициент жёсткости, соответствующий расчётной схеме такой балки 
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Частоту свободных колебаний мотора на балке определяем по известной формуле
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Коэффициент 
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  найдём по формуле (7), учитывая, что для прокатной стали γ = 0,025
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Центростремительное ускорение массы m, вращающейся эксцентрично, будет
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Амплитуда вынуждающей силы
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Статическое отклонение
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Динамический коэффициент
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Амплитуда колебаний
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Угол сдвига фаз
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Пользуясь (16), можно выписать  формулу перемещения массы m (мотора) как функцию времени
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 EMBED Equation.3  [image: image555.wmf]см.

Для расчётов на прочность весьма важно знать значения напряжений. Их подсчёт в задачах о колебаниях балок, рам, валов, имеет особенности. Напряжения состоят из среднего значения σm, которое по существу соответствует статическим напряжениям, возникающим от действия собственного веса колеблющейся массы, и собственно динамического составляющего с амплитудой σа. По этим напряжениям должны проводиться расчёты на прочность при переменных циклически изменяющихся напряжениях.

Например, в случае изгибных колебаний, среднее напряжение будет вычисляться по известной формуле
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где  W – осевой момент сопротивления сечения балки, а изгибающий момент определяется от силы тяжести 

Q = mg.

Амплитуда динамической составляющей напряжений будет
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причём  σст – это статическое напряжение от силы P0 
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Здесь принято, что 
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 Максимальное и минимальное напряжения цикла определяются через среднее и амплитудное напряжения
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Эти напряжения далее можно использовать в расчётах на прочность и на выносливость.

Глава III
СИСТЕМЫ С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ СТЕПЕНЕЙ СВОБОДЫ
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В наиболее общем виде уравнения движений представляются уравнениями Лагранжа второго рода
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 EMBED Equation.3  [image: image564.wmf]j

j

j

j

F

q

П

q

T

q

T

dt

d

=

¶

¶

+

¶

¶

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

&

,          
[image: image565.wmf],

n

,...,

2

,

1

j

=

                 (1)

где T - кинетическая энергия, П - потенциальная энергия, 
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- обобщённая координата, 
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 - обобщённая скорость, 
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F

- обобщённая сила. Кинетическая энергия  имеет вид квадратичной формы
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Здесь 
[image: image570.wmf]jk
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- инерционные коэффициенты, образующие положительно определённую симметричную инерционную матрицу
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Уравнение (1) не учитывает диссипативные силы и поэтому соответствует упрощённому подходу к изучению колебаний. В то же время оно будет давать достаточно точные результаты для колебаний, неблизких к резонансным режимам, т. е. для наиболее важных регулярных колебаний.


Введем обозначение для скалярного произведения векторов  x, y
(x, y) 
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Тогда (2) имеет вид
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Это равенство может быть записано и в виде векторно-матричного произведения 
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Здесь значок T обозначает транспонирование вектора, т. е. 
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Потенциальная энергия системы определяется формулой 
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где 
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 - элементы квазиупругой матрицы (матрицы жёсткости)
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Уравнение (3) может быть записано и  в других формах
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 EMBED Equation.3  [image: image581.wmf])
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Во многих случаях матрицу жёсткости удобно определить через матрицу единичных перемещений (иначе, единичных податливостей) 
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так как между ними существует соотношение 
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Смысл единичных перемещений δij проиллюстрирован на рис. 1 на примере однопролетной балки (i – номер массы, направление перемещения, 
[image: image585.wmf]j

 - номер вынуждающей силы, причина). Способы их определения хорошо известны из курса сопротивления материалов.

Рассмотрим определение матриц инерции и жёсткости на примерах. 
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Пример 1. Возьмём двойной математический маятник (рис. 2). Очевидно, что такая система обладает двумя степенями свободы в виде угловых отклонений 
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Движущиеся массы m1 и m2  обладают кинетической энергией
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где v1, v2 – скорости движения. Найдем их. Координаты масс определяются формулами
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Дифференцируя их как функции времени, получим компоненты скоростей движения
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Теперь нетрудно найти необходимые квадраты скоростей
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Подставим в (8) и получим
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Сравнивая  (2) и (5), имеем
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При малых (линейных) колебаниях 
[image: image597.wmf]0

2

1

»

j

»

j

, поэтому 
[image: image598.wmf]1

0

cos

)

cos(

1

2

=

»

j

-

j

. Тогда


[image: image599.wmf]2

1

2

21

12

m

a

a

l

l

»

=

.

Таким образом, инерционная матрица приобретает вид
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Потенциальная энергия П определяется методами теоретической механики по формуле

П =
[image: image601.wmf]2
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где А12- работа, совершаемая силами при переводе системы из положения 1 в положение 2, 
[image: image602.wmf]2

,

1

П

П

-потенциальные энергии в положениях 1 и 2. Потенциальная энергия определяется с точностью до постоянного слагаемого. Поэтому примем, что 
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Заметим, что потенциальная энергия системы равна работе сил тяжести m1g  и m2g на перемещениях системы из отклоненного положения в положение 2. 


Разложим  cos φ1   в ряд Маклорена 

cos φ1  =1 - 
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Рассматриваются малые колебания системы около положения равновесия, поэтому φ1, φ2 - малые величины. Тогда в правой части (7) можно пренебречь величинами четвёртого и более высоких порядков малости и записать
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Подставим  в (6), проведём простейшие преобразования и получим
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Сравнивая (8) и (3) можно записать
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Следовательно, квазиупругая матрица в данном случае имеет вид
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Пример 2. Задана рамная система, несущая две сосредоточенные массы m1 и m2 (рис. 3). Найдем матрицы инерции, единичных перемещений и жёсткости. 
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Данная система обладает двумя степенями свободы, которым соответствуют обобщённые координаты в виде перемещений масс x1(t) и x2(t), показанных стрелками. Возможные перемещения массы m1 в вертикальном направлении и массы m2 - в горизонтальном направлении столь незначительны, что принимать их в качестве обобщённых координат нецелесообразно. 

Кинетическая энергия колеблющихся масс определяется легко по формуле
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Отсюда в силу (2) получим инерционную матрицу
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К массам m1 и m2 прикладываем единичные силы 
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, совпадающие по направлению с обобщёнными координатами, и строим эпюры изгибающих моментов автономно для каждой силы (рис. 4). Методом Верещагина находим единичные перемещения
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Матрица единичных перемещений, образованная ими, имеет  вид
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Её обращение по известным правилам даёт матрицу жёсткости 
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Вычислим определитель матрицы

[image: image622.wmf],

EJ

a

48

5

16

1

6

1

EJ

a

2

3

2

3

2

12

22

11

D

Δ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

d

-

d

d

=


подставим её в (9) и получим матрицу жёсткости
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2. Свободные колебания

Уравнение свободных колебаний можно получить несколькими способами. Рассмотрим их последовательно.

Основной способ. Этот способ основан на прямом использовании уравнений Лагранжа (1.1), требующем предварительного определения инерционной и квазиупругой матриц. При свободных колебаниях обобщённые силы 
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или в матрично-векторных обозначениях
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Это основной и наиболее универсальный способ получения уравнения колебаний. Во многих задачах удобно пользоваться более простыми и непосредственными способами – прямым и обратным.

Прямой способ. Из системы выделяются сосредоточенные массы (или твердые тела) и каждая из них рассматривается как свободная материальная точка, находящаяся под действием инерционных и демпфирующих сил, позиционных (восстанавливающих) сил, которые выражаются через выбранные обобщённые координаты. После этого по принципу Даламбера составляются уравнения движения.
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Обратный способ. Такой способ противоположен прямому. После отделения сосредоточенных масс рассматривается оставшийся безмассовый скелет системы, который находится под действием кинетических реакций отделённых частей системы, причём кинетические реакции (силы инерции) выражаются через обобщённые ускорения. Затем формируются статические соотношения для перемещений безынерционного скелета системы.


Пример. Возьмём систему с двумя массами, изображённую на рис. 1, и составим для неё уравнения колебаний. 

Данная система обладает двумя степенями свободы, которым соответствуют обобщённые координаты в виде перемещений масс x1(t) и x2(t), показанных стрелками, так что 
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Основной способ. Находим кинетическую и потенциальную энергии
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Теперь можно определить слагаемые в двух уравнениях Лагранжа
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Подставляем в (1.1)  при  j = 1, 2  и записываем
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В матрично-векторной форме система уравнений имеет вид
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Это уравнение является универсальным, т. е. описывает колебания не только системы с двумя степенями свободы но и любой дискретной системы с n степенями свободы.

Прямой способ. Из системы выделяем сосредоточенные массы m1 и  m2 (рис. 1), показываем все силы, приложенные к ним. Для каждой массы по принципу Даламбера составляем уравнения

    
[image: image642.wmf]î

í

ì

=

-

+

=

-

-

+

.

0

)

x

x

(

c

x

m

,

0

)

x

x

(

c

x

c

x

m

1

2

2

2

2

1

2

2

1

1

1

1

&

&

&

&

                                         (3)

Обратный способ. Из системы удаляем сосредоточенные массы и вместо них прикладываем кинетические реакции, т. е. силы инерции (рис. 1). По этой схеме первая пружина растягивается силой
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а вторая – силой 
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Перемещение конца первой пружины будет
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Перемещение правого конца второй пружины равно сумме удлинений обеих пружин, т. е. 
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Упростив записи, придём к системе уравнений
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Можно показать, что при пользовании прямым способом получающаяся система уравнений имеет вид
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что подтверждается уравнениями (3). Систему уравнений, в принципе совпадающую с (4), можно получить из (2) с помощью формальных преобразований. Простой приём умножения левой и правой частей уравнения (2) на обратную матрицу А-1 достигает такую цель 
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Так же можно показать, что при использовании обратного способа получается система уравнений
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Нетрудно заметить, что систему уравнений, близкую к ней можно получить, умножив (2) на обратную матрицу С-1 = D, а именно    
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Таким образом, уравнения движения имеют вид: 

- при получении основным способом – (1), (2); 

- при получении прямым способом  - (4), (5);
- при получении обратным способом – (6), (7).
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Прямой способ особенно удобен при составлении уравнений для систем цепной структуры как в предыдущем примере. Для балочных систем с сосредоточенными массами (рис. 2) удобнее пользоваться обратным способом. К кинетостатической схеме в этом случае в местах сосредоточения масс прикладываются инерционные  нагрузки 
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Пользуясь перемещениями 
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 от единичных сил можно записать
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Найдем собственные частоты и собственные формы колебаний. С этой целью возьмём уравнения свободных колебаний в общем виде (2). Они представляют линейную систему обыкновенных дифференциальных,  уравнений с постоянными коэффициентами n-го порядка. По их теории решение имеет вид
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где  Q = (Q1, Q2, .., Qn) - вектор, характеризующий форму колебаний, его компоненты являются амплитудами обобщённых координат; 
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- частота, 
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- начальная фаза колебаний. Подставим (8) в (2), результат сократим на 
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Условие существования ненулевого решения 
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или в развёрнутой форме
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Аналогичные уравнения могут быть получены на основе прямого и обратного способов. Если воспользоваться уравнениями прямого способа (5), то придём к системе относительно вектора амплитуд
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и частотному уравнению
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Здесь введено обозначение для единичной матрицы
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Обратный способ даёт систему
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и частотное уравнение
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Уравнения (10), (12), (14) являются алгебраическими уравнениями  n-ой степени относительно  ω2 . Они имеют  n  положительных корней, нумеруемых в возрастающем порядке
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Такая упорядоченная совокупность  частот называется спектром собственных частот. 

Каждой собственной частоте ωk соответствует вектор Qk. Их совокупность образует спектр собственных форм. Собственные формы находим из уравнения (9) или ему эквивалентных (11), (13), подставляя  в них вместо 
[image: image673.wmf]w

 собственные частоты  
[image: image674.wmf]k

w

. При этом получаются три эквивалентные системы уравнений, соответствующие трём формам записи основного уравнения колебаний  
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[image: image678.wmf]
При этом надо иметь в виду, что каждая из алгебраических систем  уравнений содержит лишь n-1 линейно независимых уравнений, так как определитель каждой из матриц коэффициентов равен нулю (из такого условия определялись 
[image: image679.wmf]w

k).  По этой причине компоненты вектора Qк  не могут быть найдены однозначно. Они определяются с точностью до произвольного постоянного множителя. Один из компонентов вектора Qк  должен быть задан. Например, можно принять, что  Q1к =1.  Тогда  остальные компоненты Qiк,   (i = 2, 3,..., n)  найдутся из любой системы (15). Таким  образом, будут определены все векторы  
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спектра собственных форм колебаний.
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Пример. Пусть имеется балка с двумя массами m1 и m2 (рис. 3). Требуется составить уравнения колебаний, определить спектры собственных частот и форм.

      Как отмечено выше, для балок удобно пользоваться обратным способом составления уравнений. Данная система имеет две степени свободы, которым соответствуют обобщённые координаты x1(t), x2(t).

       Единичные перемещения 
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 определяются методами сопротивления материалов, и из них составляется соответствующая матрица второго порядка       
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Далее легко выписываются инерционная и единичная матрицы
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Уравнения колебаний, в силу того, что применяется обратный способ составления, имеют вид  (7), т. е. 
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Подстановка (8) в (16) даёт матричное уравнение

(Е-
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 Ему соответствует частотное уравнение  
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Запишем в развернутой форме
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Уравнение (17) является биквадратным. Решая его, находим положительные корни, т. е.  спектр собственных частот 
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В третье уравнение (15) поочередно будем подставлять 
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1, 
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2. Полученная система уравнений каждый раз имеет вид
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Принимаем Q1k =1 (можно и Q2k = 1), а Q2k  находим из любого уравнения, например, из первого

Q2k = 
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или второго

Q2k 
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По предложенной методике вектор Qk будет иметь вид

Qk = 
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Ему соответствует спектр собственных форм 

Q = (
[image: image698.wmf]).
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Собственные формы Q1  и  Q2  изображены на рис. 3. 

Свойства собственных частот и собственных форм колебаний


В уравнении (9) матрицы А и С – симметричные, Квадраты собственных частот 
[image: image699.wmf]w

2 равны собственным значениям матрицы А-1С, а собственные формы Q равны собственным векторам этой матрицы. Из известных теорем алгебры матриц следуют свойства:


1) Собственные частоты вещественны. Это свойство является следствием известной теоремы для эрмитовых (в данном случае симметричных) матриц.

2) Собственные формы, соответствующие различным собственным частотам, попарно ортогональны с весом матрицы А, т. е. 


[image: image700.wmf]A

Q

T

k

Ql = 0,                k 
[image: image701.wmf]¹

 l.
В развернутой форме это соотношение имеет вид
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3) Собственные формы, соответствующие различным собственным частотам, попарно ортогональны с весом матрицы  С    
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В развернутом виде
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Свойства 2), 3) являются следствием теоремы об обобщённой унитарности собственных векторов общей задачи на собственные значения матриц [6].

4) Собственные формы Q1,  Q2,…, Qn  являются линейно независимыми и образуют базис в   n- мерном векторном  пространстве. Это означает, что каждый вектор такого пространства может быть однозначно выражен в виде линейной комбинации от Q1,  Q2,…, Qn . 

Все решения вида (8) удовлетворяют системе уравнений (2). Значит, линейная комбинация из решений, соответствующих каждому номеру k является общим решением
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В формулу  входят  2n произвольных постоянных

Dk,   
[image: image709.wmf]k
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,           k = 1, 2, …, n.

Они могут быть определены из начальных условий движения. Для этого при  t = 0 должны быть заданы перемещения и  скорости всех масс. 

3. Вынужденные колебания


При гармонических возмущениях уравнение вынужденных колебаний, порождённое уравнением (1.1), имеет вид
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Здесь  P - вектор амплитуд внешних вынуждающих сил

P = 
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Наиболее важной задачей о вынужденных колебаниях является задача об установившихся колебаниях (не зависящих от начальных условий). Рассмотрим её подробно. С этой целью представим стационарное решение уравнения (1) как равенство
                   q(t) = Q cos 
[image: image712.wmf]w

t,                                                    (2)

где Q - вектор амплитуд обобщённых координат. Подставим (2) в (1), сократим результат на cos 
[image: image713.wmf]w

t и получим систему линейных алгебраических  уравнений относительно амплитуд перемещений

            (C-
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2A)Q = P.                                                    (3)

Решение этой системы линейных алгебраических уравнений существует, если 

det (C-
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2A) 
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 0,

и имеет вид

Q = (C-
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2A)-1P.


Определитель матрицы системы (3) равен нулю, когда   
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 =
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k,  k = 1, 2, …, n, так как из этого условия определены собственные частоты 
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. В этом случае  имеет место резонанс, т. е. амплитуды равны бесконечности. Однако возможны случаи, когда при совпадении частот  
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 = 
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k  резонанса не будет. Они реализуются при выполнении дополнительного условия
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означающего, что сумма работ, совершаемых внешними силами на перемещениях по  k-ой форме собственных колебаний, равна нулю. У балки, изображённой на рис. 1, вторая собственная форма в силу её кососимметричности такова, что 

Q12 = - Q22,

а   

P =
[image: image724.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

0

0

P

P


и 

(P, Q2) = 
[image: image725.wmf]0

)

Q

Q

(

F

Q

F

Q

F

22

12

0

22

0

12

0

=

+

=

+

.

Значит, резонанса на второй собственной частоте не будет. 


Пример. Пусть имеется система с двумя массами m1 и m2 (рис. 2). Требуется составить уравнения колебаний, определить компоненты вектора амплитуд. 


Данная система обладает двумя степенями свободы, которым соответствуют обобщённые координаты в виде перемещений масс x1(t) и x2(t), показанных стрелками Уравнения колебаний составляются легко прямым способом и имеют вид
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Таким образом.
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Алгебраическая система уравнений относительно вектора амплитуд записывается в стандартном виде и затем конкретизируется

(C- ω2A)Q = 
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Отсюда легко находим
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Из первого выражения  видно, что Q1 = 0, при 
[image: image733.wmf]w

 = ω* = (с2/m2)1/2. Это значит, что масса  m1 при колебаниях всей системы остается неподвижной при такой частоте силы. Данное явление называется антирезонансом. Амплитудно-частотная характеристика колебаний первой массы показана на рис. 3. 

В технике антирезонанс используется для устройства динамических гасителей колебаний. С этой целью к конструкции специально присоединяют дополнительную массу на пружине, которая обращает в нуль (по крайней мере, существенно уменьшает) амплитуду колебаний основной массы конструкции. 

Глава IV
КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ С РАСПРЕДЕЛЁННОЙ МАССОЙ

1. Общая сведения о колебаниях 
линейных распределённых систем
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Очень часто масса и жёсткость упругих механических тел распределены непрерывно по пространственным координатам таким образом, что сведение их к системам с конечным числом степеней свободы приводит к слишком большим неточностям и поэтому нецелесообразно. Их приходится рассматривать как системы с распределёнными параметрами. Количество точек, положение которых надо определять для них, является бесконечным, несчётным и непрерывным по своему расположению, поэтому такие системы ещё называются контину-альными. По количеству пространственных коорди-нат, требующихся для описания их положения, распределённые системы делятся на одномерные (рис. 1-4), двухмерные (рис. 5, 6) и трёхмерные (рис. 7). 
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К одномерным систе-мам относятся конструкции типа струны (рис. 1), ремня или ленты гибкой передачи (рис. 2), изгибаемой балки (рис. 3), закручиваемого вала (рис. 4). У таких тел один размер (длина) преобладает над другими (размеры поперечного сечения).

Двухмерные системы – это конструкции в виде пластин (рис. 5) и оболочек (рис. 6). У них один из размеров (толщина) значительно меньше двух других (размеры в плане).
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Трёхмерными системами являются пространственные конструкции (например, массивные тела), у которых все три размера одного порядка (рис.7).


Упругие распределённые системы – это механические объекты (в данном случае из линейно деформируемого твердого материала), обладающие бесконечным несчётным множеством степеней свободы. 


Почти все технические системы состоят из совокупности таких элементов. Источником их колебаний служат:

1)Внешние активные динамические нагрузки.

2)Перемещения опорных конструкций, вызываемые множеством причин (землетрясения, общие колебания в целом сооружений, машин, аппаратов, составной частью которых являются данные элементы). В этом случае колебания называются кинематически возбуждаемыми.

Поведение распределённых систем, как систем с бесконечным числом степеней свободы может описываться только дифференциальными уравнениями в частных производных относительно некоторых функций координат и времени. Чаще всего уравнение колебаний (динамики) упругих распределённых систем имеет вид
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где А- инерционный, В – диссипативный, С – упругий (квазиупругий) операторы; u(x,t) – перемещения. При этом решение задач динамики требует кроме начальных условий ещё и формулировки граничных условий.

Выше мы видели, что наличие у колебательной системы n степеней свободы приводит к спектрам частот и форм свободных колебаний с n элементами. В случае же распределённых систем  n = 
[image: image735.wmf]¥

 и приходится иметь дело со множествами (спектрами) частот и форм с бесконечным числом элементов.

2. Колебания струны

2.1 Свободные колебания
Гибкие элементы, механической моделью которых является струна (рис. 1), широко распространены в технике. В первую очередь, это собственно сами струны, потом нити, цепи, канаты, шланги, ремни, ленты и т. д. Она абсолютно гибкая, в её сечениях не возникают изгибающие моменты, поперечные силы и т. д. В продольном направлении действует сила натяжения N. Выведем уравнение свободных колебаний, полагая, что отклонения u(x,t) малы, а продольная сила N в процессе колебаний не меняется. 
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Выделим элемент струны длиной dx и покажем все силы, приложенные к нему. Здесь учтено, что струна движется вверх с ускорением 
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 и поэтому к данному элементу приложена сила инерции 
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, направленная вниз. Воспользуемся принципом Даламбера и запишем уравнение «равновесия» в виде равенства нулю суммы проекций всех сил на вертикальную ось у.
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Здесь m = Аρ - погонная масса, А – площадь поперечного сечения, ρ - плотность материала. Ввиду малости углов наклона струны к оси x-ов, как углы, так и их синусы заменены соответствующими производными, штрихи в верхних индексах означают дифференцирование по пространственной координате x. 

B (1) раскроем скобки, сократим одинаковые слагаемые с разными знаками, сократим на dx и получим
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 EMBED Equation.3  [image: image740.wmf].
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Учтём, что N = σA,  σ – нормальное напряжение в поперечном сечении и после несложных преобразований получим 
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Обозначим   
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  и запишем 


[image: image743.wmf].

t

),

,

0

(

x

,

0

u

a

u

2

-¥

>

Î

=

¢

¢

-

l

&

&

                        (2)

Уравнение (2) – основное уравнение колебаний струны. Это уравнение в частных производных гиперболического типа. Конкретное рассмотрение свободных колебаний струны требует информации о том, как эти колебания начались, т. е. с какой скоростью, из какого начального отклонённого состояния. Кроме того, необходимо знать граничные условия, т. е. как себя ведут концы струны в процессе колебаний. Такие дополнительные сведения к уравнению (2) называются краевыми условиями. Они подразделяются на граничные и начальные условия. В частности, для показанной струны: 

1.Граничные условия: 

 u(0, t) = 0,                u(
[image: image744.wmf]l

, t) = 0.                                     (3)

Они отражают тот факт, что в процессе колебаний концы струны остаются неподвижными в любой момент времени. 

2.Начальные условия: 

1)Начальные отклонения в момент времени t = 0 заданы как функция пространственной координаты

u(x, 0) = φ(x).                                                               (4)
2)Начальная скорость колебаний в любой точке в момент времени t = 0 задана аналогично
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(x, 0) = ψ(x).                                                     (5)

Определение решения уравнения (2) при дополнительных условиях (3) – (5) называется первой смешанной задачей
 для уравнения (2). Она позволяет найти единственное частное решение, удовлетворяющее основному уравнению (2), начальным и граничным условиям. Решение такой задачи хорошо известно в математической литературе и имеет вид
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где  
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, Аn  и  Вn – коэффициенты, определяемые с помощью начальных условий по формулам 
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Каждое слагаемое в решении (6) можно переписать в виде
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Здесь
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βn-начальная фаза.

Каждая точка струны  x0  совершает гармонические колебания
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c амплитудой
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Профиль струны в любой момент времени представляет синусоиду (рис. 2) 
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где
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.  n = 1, 2, …                      (7)

Множество {ω1, ω2, ...} называется спектром собственных частот. Поскольку 
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, формула для элементов спектра собственных частот (7) в исходных обозначениях приобретает вид
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Колебания с частотой ω1 - называются колебаниями по основному тону. Остальные колебания называют колебаниями по обертонам. Эти категории заимствованы из акустики, т. е. учения о звуковых колебаниях.

Существует второй способ решения в комплексной форме. При отсутствии сил сопротивления, как в данном случае, свободные колебания являются незатухающими гармоническими колебаниями, происходящими в установившемся режиме. Тогда к уравнению (2) начальные условия не требуются. Задача приобретает вид «задачи без начальных условий», т. е.
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  u(0,t) = 0,                u(
[image: image762.wmf]l

, t) = 0.                                          (9)

Решение задачи (8), (9) можно записать как произведение
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В правой части переменные x и t разделены, поэтому метод решения задач, основанный на представлениях типа (10), называется методом разделения переменных. Выражение (10) подставим в (8) и получим
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После сокращения на eiωt  запишем
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Общим решением уравнения (11) будет
X(x) = A sin kx + B cos kx.                                               (12)
Теперь (12) подставим в (9) и придём к равенствам

X(0) = 0,                X(
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) = 0.

Отсюда следует

B = 0,    A sin k
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 = 0      
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Значению n = 0 соответствует ω0 = 0, т. е. колебания отсутствуют, Этот случай не представляет практического интереса.

Функция формы колебаний X(x) теперь приобретает вид

Xn(x) 
[image: image773.wmf]= An sin knx,          n = 1,  2, ...
Здесь Аn - произвольные числа. Вся совокупность гармоник образует спектр собственных форм
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2.2 Вынужденные колебания
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Пусть теперь на струну действует равномерно распределённая гармоническая нагрузка q0 cos ωt. Легко показать теми же способами, которые применены для свободных колебаний, что математическая модель колебаний в установившемся режиме состоит из основного уравнения
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и граничных условий
u(0, t) = 0,                u(
[image: image776.wmf]l

, t) = 0,              t > - 
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.             (2)

Задача стала неоднородной, т. е. появилась правая часть дифференциального уравнения. Решение задачи (1), (2) ищем с помощью метода разделения переменных. Это означает, что его можно представить в виде

u(x, t) = А(x) cos ωt.                                                (3)

Здесь А(x) - функция распределения амплитуды. Вообще - то говоря, она зависит и от частоты вынуждающей силы ω, т. е. А(x) = А(x, ω). Выражение (3) подставим в (1) и запишем после сокращения на cos ωt  
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Обозначим  
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Присоединим к (4) краевые условия, получающиеся при подстановке (3) в (2)

А(0) = 0,            А(
[image: image781.wmf]l

) = 0.                                        (5)

Решение задачи (4), (5) состоит из двух слагаемых
А(x) =А1(x) + А2(x).

Первое есть частное решение уравнения (4)
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Второе есть решение однородной задачи, и как в задаче о свободных колебаниях, имеет вид

А2(x) = С sin kx + D cos kx.

Значит, общим решением будет

А(x) = C sin kx + D cos kx 
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Произвольные постоянные интегрирования C и D находим из граничных условий (5)
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Следовательно
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Что будет при совпадении ω с частотами свободных колебаний, 
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определяемыми по (2.1.7)?  Ответ зависит от сомножителя в первом слагаемом внутри скобки формулы (6)
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Найдём его значения с учётом множественности собственных частот ωn, следовательно, и  kn
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Во втором случае чётных значений n результат является неопределённым. Рассмотрим его подробнее с помощью предельного перехода
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Здесь в преобразованиях использовано правило Лопиталя. В результате оказывается, что амплитуда имеет ограниченное значение, получающееся из (6)
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Отсюда следует вывод, что резонанс при вынужденных колебаниях струны при равномерно распределённой поперечной нагрузке имеет место при совпадении частоты ω с частотой свободных колебаний ωn  при нечётных значениях n. При чётных n резонансные колебания не возникают. 
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Интересно проанализировать эволюцию функции А(x, ω) по мере роста частоты нагрузки ω. Графики, пронумерованные по мере увеличения ω и построенные по результатам вычислений по формуле (6), представлены на рис. 2. Видно, что при частотах ω меньших первой собственной частоты ω1 ординаты кривых увеличиваются (кривые 1, 2, 3), напоминая по очертанию первую собственную форму
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При ω = ω1 наступает резонанс и A(x) = 
[image: image793.wmf]¥

. При ω > ω1 значения А(x) вновь уменьшаются и при этом имеют отрицательные значения (кривая 4). Значит, колебания происходят в противофазе с нагрузкой. Как и отмечено выше, при ω = ω2 резонанс не имеет места. При дальнейшем росте частота возмущений становится больше второй собственной частоты, т. е. ω > ω2. В форме колебаний постепенно сначала появляется, а потом и развивается третья форма колебаний (рис. 3)
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При приближении ω к ω3 амплитуды резко растут и колебания переходят в резонансные при ω = ω3. Дальнейшее повышение частоты ведёт к увеличению многоволновости в форме колебаний. 

2.3.Кинематически возбуждаемые колебания
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Источником колебаний может быть не только поперечная нагрузка, но и перемещения концов струны (рис. 1). Такие перемещения возникают из-за вибрации машины, деталью которой является струна, из-за геометрических неправильностей шкивов в ременной и цепной передачах, роликов, на которые опирается транспортёрная лента и т. д. В соответствующей математической модели граничные условия будут неоднородными, т. е. ненулевыми. Пусть правый конец струны гармонически колеблется. Тогда для установившихся колебаний постановка задачи имеет вид
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Здесь  b - амплитуда колебаний правого конца.

Чтобы далее воспользоваться методом разделения переменных, запишем
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Подстановка (2) в (1) даёт 
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Решение неоднородной задачи (3) состоит из двух слагаемых

А(x) = А1(x) + А2(x).

Первое является решением неоднородной задачи 
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второе есть решение однородной задачи

А2(x) = С sin kx + D cos kx.

В итоге имеем 
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Для определения постоянных интегрирования C и D используем граничные условия

A(0) = D = 0,                  
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Отсюда 
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или 
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Второй сомножитель


[image: image807.wmf],

0

a

sin

¹

w

l


так как 
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 может принимать любые численные положительные значения. Следовательно,  C = 0  и окончательно
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 0,           A(x) = b sin kx/sin kl.           (4)

Второй результат является следствием того, что рассматриваются установившиеся колебания, и его можно было предсказать.
Если знаменатель дроби (4) равен нулю, то колебания резонансные. Отсюда получим
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Эти частоты, как и следовало ожидать, совпадают с собственными частотами колебаний струны.

В частном случае, когда 
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Подставим (5) в (2) и получим 
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Такой результат представляет прямую линию, не зависящую от времени, и соответствует решению тривиальной статической задачи, когда правый отклонённый конец находится в покое.
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Как и в случае динамического возбуждения, интересно выяснить изменения, происходящие с амплитудной функцией 
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 при росте частоты 
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. На графиках (рис. 2) показаны кривые A(x), построенные по соответствующим вычислениям. При 
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 получена прямая. При увеличении частоты 
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 ординаты растут, причём имеют форму полуволны синусоиды. При 
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, имеет место резонанс. При 
[image: image822.wmf]1

w

>

w

, часть струны колеблется в противофазе с движениями конца, но сначала вся струна имеет форму полуволны синусоиды (кривая 1), потом появляется двухволновость (кривая 2). При приближении 
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 двухволновость становится явно и отчётливо выраженной (кривая 3), потом наступает резонанс. При дальнейшем повышении частоты возмущений поочередно появляются высшие формы колебаний (кривая 4).

При колебаниях левого конца решение и соответствующие ему кривые будут симметричными изображённым на рисунке. Это означает, что в формуле (4) х должен быть заменён на  l – x,  т. е. будет 
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3. Продольные колебания стержней

3.1. Свободные колебания
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Однородный стержень (рис. 1) постоянного сечения из материала с модулем упругости Е, с погонной массой m = ρS, где ρ - плотность материала, S - площадь поперечного сечения, совершает свободные колебания в продольном направлении. Выведем уравнение колебаний. Будем полагать, что гипотеза плоских сечений справедлива, поперечными перемещениями частиц массы будем пренебрегать. Перемещения сечений характеризуются функцией u(x, t). Возьмём элемент стержня (рис. 1) и определим относительную деформацию. Как известно, 
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Следовательно, 
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Рассмотрим колебания выделенного элемента длиной dx (рис. 2).  К нему приложены продольные силы в сечениях N, N + N'dx и даламберова сила инерции 
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Проектируя все силы на ось х - ов, в соответствии с принципом Даламбера имеем
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Учтем (1) и получим 
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Упростим результат и запишем 
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Получено основное дифференциальное уравнение для задачи о колебаниях стержней. Оно принципиально ничем не отличается от уравнений колебаний струны. Если, например, концы стержня неподвижны (рис. 3), то

u(0, t) = 0,         u(
[image: image835.wmf]l

, t) = 0,    t > - 
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,                                             (3)

и задача о продольных колебаниях стержня (2), (3) точно совпадает с задачей о поперечных колебаниях струны.

Граничные условия, добавляемые к уравнению (2), могут быть разнообразными и зависят от конкретных условий закрепления концов. Приведём наиболее часто встречающиеся варианты (рис. 4). При этом на рисунках обозначено: с – коэффициент жёсткости пружины, М – сосредоточенная масса.
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Рассмотрим конкретный случай.

Пример. Определить спектры собственных частот и форм стержня с защемлённым и свободным концами (рис. 5). Модуль упругости Е и плотность материала ρ заданы.

[image: image1442.png]QbY-

J®
j20)
Puc. 2



К уравнению (2) добавляются граничные условия

u(0, t) = 0,         u'(
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, t) = 0,    t > - 
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Воспользуемся ранее полученными результатами для струны. Выпишем общее решение уравнения (2)
u(x, t) =X(x)eiωt                             (5)
и форму колебаний

X(x) = C sin kx + D cos kx,        k = ω/a,           
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Граничные условия (4) и представление (5) дают
X(0) = 0,             
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Дифференцируя (6), получим

X'(x) = k(C cos kx + D sin kx).                                             (8)
Подставив (6), (8) в (7) и выполнив несложные преобразования, имеем
D = 0,      C
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Отсюда имеем спектр собственных частот
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С учётом этих результатов получим функцию 

Xn(x) = C sin knx                                                             (10)
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и спектр собственных форм колебаний

φ(x) = sin knx = 
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     n = 1,  2, …    (11)

          При 
[image: image846.wmf]1

=

l

 м, Е = 200 ГПа, ρ = 7800 кг/м3 формула (9) приводит к трём первым значениям
ω1 = 7954 с-1,      ω2 = 23862 с-1,             ω3 = 39770 с-1.

Соответствующие формы колебаний (11) имеют вид, показанный на рис. 6.

3.2.Вынужденные колебания
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Вынужденные колебания могут вызываться динамическими нагрузками или кинематическими перемещениями сечений (например, концов). Нагрузки могут быть распределёнными или сосредоточенными. Если нагрузка распределена вдоль оси (рис. 1), то вместо уравнения (3.1.2) несложно получить неоднородное уравнение
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Если же сосредоточенная сила приложена к концу стержня (рис. 2), то уравнение (3.1.2) остается однородным, но становится неоднородным одно из граничных условий. В изображённом (рис. 2) случае

  u(0, t) = 0,      
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Перепишем второе граничное условие (3.1.4) в виде
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Таким образом, получим задачу
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Решение можно найти с помощью метода разделения переменных. Это означает, что его можно принять как произведение
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Подстановка (2) в (1) даёт обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка и граничные условия
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Общее решение имеет вид

А(x) = С sin kx + D cos kx.
При учёте граничных условий

D = 0,     A'(x) = k C cos kx,   
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Следовательно, 
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В частном случае статического приложения нагрузки
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Выполняя предельный переход, имеем
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Функция перемещений (2) принимает вид
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Этот результат (рис. 3) совпадает с известным решением задачи сопротивления материалов. 


Когда 
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, в системе возникают резонансные колебания, так как A(x) = 
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На рис. 4 показаны графики функции амплитуды, полученные при возрастающих значениях частоты силы для стержня, рассмотренного выше в п. 3.1. Номера кривых увеличиваются по мере роста частоты ω. Анализ отклонений показывает, что при малых ω графики прямолинейные (прямая 1) или почти прямолинейные (кривые 2, 3), т. е. соответствуют статической задаче или близкой к ней. По мере приближения к ω1 ординаты растут и становятся неограниченными при ω = ω1. При ω > ω1  колебания происходят в противофазе с силой, т. е. А(х) < 0 (кривая 4). При приближении к ω2  в форме вынужденных колебаний становится преобладающей вторая форма свободных колебаний (кривые 5, 6). При ω = ω2 – наблюдаются резонансные колебания, далее происходит переход к третьей форме колебаний (кривая 7).
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3.3. Кинематически возбуждаемые колебания

Пусть левый конец стержня перемещается (колеблется) по закону b cos ωt. Тогда возбуждаемые колебания описываются уравнением
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и граничными условиями
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Используя метод разделения переменных, запишем
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Подставим (3) в (1), (2) и получим задачу


[image: image872.wmf]0

)

(

A

,

b

)

0

(

A

,

a

/

k

,

0

A

k

A

2

=

¢

=

w

=

=

+

¢

¢

l

.

Её решение имеет вид

A(x) = C sin kx + D cos kx.
Значит,                                       

A'(x) = k(C cos kx - D sin kx).
Граничные условия дают

D = b,       k(C cos kx - D sin kx) = 0    
[image: image873.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image874.wmf]l
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Окончательно имеем
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В частном случае, когда
ω = 0,              k = 0,             A(x) = cos 0 = b.

Функция перемещений имеет вид 
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Это решение соответствует статической задаче, когда левый конец смещается медленно на величину b. В таком случае и весь стержень, как твёрдое тело, передвигается на b.
В другом частном случае  
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Полученное есть частотное уравнение свободных колебаний. Отсюда следует,
что
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Значит, при совпадении частоты кинематических перемещений с одной из собственных частот происходят резонансные колебания с неограниченной амплитудой. Как и в случае динамического возбуждения, можно проанализировать поведение стержня при изменениях частоты ω от нуля в сторону возрастания

3.4.Продольные силы и напряжения в сечениях

колеблющихся стержней


В процессе колебаний стержня изменяются не только отклонения стержня  u(x,t) но и нормальные напряжения σ(x, t) и продольная сила N(x, t). Рассмотрим вопрос подробнее. Выше (п. 3.1) найдено, что относительная деформация ε = u'. Тогда нормальные напряжения по закону Гука будут
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Им соответствуют продольные силы
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Разумеется, формулы (1), (2) определяют напряжения и продольную силу как при свободных, так и при вынужденных колебаниях. Для примера рассмотрим консольный стержень. Для свободных колебаний по любой собственной форме функция перемещений в силу (3.1.5), (3.1.10) имеет вид
un(x, t) = Xn(x) eiωt = C sin knx (cos ωt + i sin ωt).
Можно взять вещественную или мнимую часть. Если изберём вещественную часть, то
un(x, t) =  C sin knx cos ωt,     
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Поскольку C- произвольная константа, положим  C = 1.  Тогда окончательно

un(x, t) =  sin knx cos ωt.
По формуле (1)
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Здесь 
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- функция распределения амплитуды напряжений вдоль оси стержня.

Вычисляя по этим формулам, следует помнить что  
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, и, причём, ω 

принимает значения собственной частоты 


[image: image886.wmf],

2

a

)

1

n

2

(

n

l

p

-

=

w

=

w

   n = 1, 2, …
При этих значениях 
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, так как именно из этого условия находились 
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, и это верно, так как 
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 в данной задаче соответствует концу стержня, где нормальные напряжения 
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. Результаты вычислений для первых трёх собственных частот и форм показаны на рис. 1. Продольная сила N получается из этих результатов путем простого умножения на площадь поперечного сечения S.
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При вынужденных колебаниях 
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Следуя (1),  можно получить функцию напряжений
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где введено обозначение для амплитуды напряжений 
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Для задач, рассмотренных выше, амплитуды составят:
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1)При динамическом нагружении правого конца (рис. 2) функция амплитуд колебаний в силу (3.2.3) имеет вид
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С помощью (3) имеем для амплитуды напряжений
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Отсюда следует
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Последнее соответствует статическому приложению силы с хорошо известным результатом.
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2)При кинематических возмущениях левого конца (рис. 3) выше получена формула
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Она даёт амплитуду напряжений и её свойства
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В обоих случаях из cos k
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, так как при этом частота возмущений 
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 совпадает с собственными частотами 
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. Значит, резонанс приводит к бесконечным значениям амплитуды напряжений. 

По формулам (4), (5) можно построить эпюры напряжений, которые позволяют проводить расчёты на прочность.

4. Крутильные колебания круглых стержней

Стержень круглого поперечного сечения совершает крутильные колебания вокруг продольной оси (рис. 1). Его поперечные сечения при этом остаются плоскими и поворачиваются вокруг оси как жёсткие диски. [image: image1451.png]


Рассмотрим элемент стержня длиной dx. Его левый торец с координатой х поворачивается на угол φ(х, t), а правый – на φ + φ'dx. Найдём относительный угол закручивания 
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Из курса сопротивления материалов 
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G- модуль сдвига материала, J
[image: image909.wmf]p



 EMBED Equation.3  [image: image910.wmf]32
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- геометрический полярный момент инерции.
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Свободные крутильные колебания стержней состоят в периодических поворотах сечений 
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 вокруг оси x-ов то в одну, то в другую сторону. При таких вращениях возникает даламберов момент инерции массы (рис. 2)
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Здесь 
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- осевой (относительно оси x) момент инерции массы для участка стержня единичной длины, 
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-плотность материала, 
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- угловое ускорение при вращениях сечения. По принципу Даламбера (см. рис. 2) с учётом крутящих моментов в сечениях составляем уравнение движения
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Подставим в него (1), (2) и получим
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Уравнение (3) в принципиальном плане ничем не отличается от уравнений колебаний струны и стержней, и будет иметь те же решения, получаемые теми же способами и методами. К уравнению (3) присоединяются граничные условия, зависящие от конкретного способа закрепления концов. [image: image1453.png]BRENKa
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На рис. 3 приведены наиболее характерные случаи. 


Решение задачи даёт φ(x, t) – функцию пространственной и временной координат. После этого можно определить для решения вопросов прочности крутящий момент в сечении и касательные напряжения
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ρ – полярная координата.

5.Изгибные колебания стержней

5.1.Дифференциальное уравнение движения

[image: image1454.png]



Однородный стержень (балка) (рис. 1) длины l с погонной массой m, с осевым моментом инерции поперечного сечения J, из материала с модулем упругости E под действием поперечной распределённой нагрузки q0(x, t) совершает изгибные колебания, описываемые функцией u(x, t). Для вывода уравнения колебаний выделим элемент стержня длиной dx и покажем все силы, приложенные к нему: M - изгибающий момент, Q - поперечная сила, dI -даламберова сила инерции. Последняя является следствием ускорения, направленного вверх, сама направлена вниз и определяется по формуле
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В рамках так называемой технической теории изгибных колебаний балок считается, что справедлива гипотеза плоских сечений, в соответствии с которой поперечные сечения при деформировании остаются плоскими и перпендикулярными к изогнутой оси балки. Также предполагается, что прогибы и углы поворота сечений являются малыми величинами, деформацией продольной оси стержня можно пренебречь, продольные волокна балки не надавливают друг на друга.


Применяя принцип Даламбера, получим уравнение движения
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Из курса сопротивления материалов 
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Подставляя в (1), получим
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Далее простейшие преобразования дают
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Будем рассматривать стержень постоянного сечения. Тогда (2) с учётом однородности материала балки приобретает вид
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Здесь и далее IV в верхнем индексе обозначает четвёртую производную по х. Уравнение (3) является основным уравнением колебаний балки. К нему необходимо присоединить дополнительные краевые условия: начальные, граничные. 

Далее будем рассматривать установившиеся колебания стержня. Тогда начальные условия не потребуются, а граничные условия будут зависеть от способов опирания концов стержня. Приведем наиболее часто встречающееся (рис. 3). На рисунках М – масса,  Iz - осевой момент инерции массы относительно оси  z, перпендикулярной плоскости чертежа.

Уравнение (3) четвёртого порядка по x. Поэтому к нему необходимо присоединить четыре граничных условия - по два на каждом конце балки. 

5.2.Свободные колебания

[image: image1456.png]Al
-5 -

ggeosat

11101

e

v‘

Puc 2




В этом случае нагрузка отсутствует. Следовательно, правая часть уравнения (3) равна нулю, т. е.
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 EMBED Equation.3  [image: image940.wmf])
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В качестве примера возьмём балку (рис. 1), шарнирно опертую (или иначе, свободно опертую) по концам. Тогда дополнительные граничные условия имеют вид:

1)На левом конце
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2)На правом конце
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Они означают, что прогиб и изгибающий момент равны нулю. Далее задача состоит в определении спектров собственных частот и форм. Используем метод разделения переменных и запишем
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Здесь 
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- собственная форма, 
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- частота свободных колебаний. Подставим (4) в (1) - (3) и получим сначала основное уравнение 
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а далее и двухточечную краевую задачу
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Решением уравнения (5) является функция
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где 
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- произвольные постоянные интегрирования. Дифференцируя её дважды, имеем
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Подставим (7), (8) в (6) и получим
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Первые два уравнения дают 
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Тогда остальные уравнения принимают вид 
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 одновременно не должны равняться нулю, так как в этом случае в силу (7) 
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 отличны от нуля. Это возможно лишь в том случае, если определитель системы (9) равен нулю

[image: image968.wmf]0

sh

sin

sh

sin

=

l

l

-

l

l

.
Развернув определитель, можно записать 
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Уравнение (10) является частотным уравнением, решение которого даёт собственную частоту
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. Имеются два варианта решений. Первый из них
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Следовательно, колебания отсутствуют. Такое решение не является искомым. Теперь рассмотрим второй вариант
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Отсюда получим спектр собственных частот
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Из
[image: image974.wmf]0
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 в силу (9). Поэтому функция формы отклонений (7) принимает вид
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причём C1 - константа, с точностью до которой определена функция распределения амплитуд свободных колебаний. Спектр собственных форм состоит из элементов
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Интересно заметить, что они совпадают с собственными формами струны.

5.3.Вынужденные колебания при распределённой нагрузке
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Рассмотрим ту же балку (рис. 1). Но теперь к ней будет приложена равномерно распределенная динамическая нагрузка  q0 cos ωt. Уравнение имеет вид 
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Граничные условия те же, что и при свободных колебаниях
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Решение задачи (1), (2) ищем методом разделения переменных. Тогда
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Здесь А(х) – функция распределения амплитуды. Выражение (3) подставим в (1), (2) и получим задачу 
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Выпишем общее решение уравнения (4) 


[image: image984.wmf]2

4

3

2

1

q

kx

ch

C

kx

sh

C

kx

cos

C

kx

sin

C

)

x

(

A

-

w

-

+

+

+

=

.                       (6)

Дважды дифференцируя, имеем 


[image: image985.wmf]).

kx

ch

C

kx

sh

C

kx

cos

C

kx

sin

C

(

k

)

x

(

A

4

3

2

1

2

+

+

-

-

=

¢

¢


Подставим в (5) и получим
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Из первого и второго условий 
С2 = С4 = q/2ω2.

Из других условий
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Окончательно (6) приобретает вид
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Как и в задаче о колебаниях струны, резонанс зависит от дроби
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[image: image992.wmf]l

l

-

sin

cos

1

=
[image: image993.wmf]l

l

k

sin

k

cos

1

-

=
[image: image994.wmf]î

í

ì

-

¥

-

®

p

p

-

.

нечётное

n

,

,

чётное

n

,

0

n

sin

n

cos

1


Колебания будут резонансными при
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т. е. при  n - нечётных. При чётных n, как видно, резонансы не возникают.

Величина амплитуды А(x) = А(x, ω), т. е. существенно зависит от частоты вынуждающей силы. Конкретные вычисления показывают, что амплитуда колебаний зависит от степени близости частоты нагрузки к собственной частоте. При 
[image: image996.wmf]0

®

w

 формула (7) даёт кривую статических прогибов. 
[image: image1458.png]


Пример. Стальная балка (рис. 2) длиной l изготовлена из прутка диаметром d и нагружена равномерно распределённой динамической нагрузкой q0 cos ωt. Характеристики балки следующие: 
[image: image997.wmf],

м

1

=

l

 d = 1 мм, q0 = - 30 Н/м, модуль упругости материала E = 200 ГПа, плотность материала ρ = 7800 кг/м3, угловая частота приложенной силы  ω = 60 с-1. Построить график амплитуд колебаний. 

Вычисляем осевой момент инерции поперечного сечения 
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Компьютерная программа, составленная в среде MatLab по формуле (7) даёт график, изображённый на рис. 2. Отметим при этом, что первая собственная частота балки 
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 и, следовательно, режим колебаний находится вдали от резонансных. Поэтому амплитуды отклонений небольшие. 

5.4. Кинематически возбуждаемые колебания
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Причиной возникновения таких колебаний являются перемещения опор из-за вибраций сооружения, машины, оборудования, элементом которых является стержень. В этом случае в математической модели основное уравнение будет однородным, а граничные условия – неоднородными.


Рассмотрим для примера случай, когда правый, свободно опертый конец балки гармонически колеблется (рис. 1). Для установившихся колебаний задача принимает вид
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С целью использования метода разделения переменных выпишем решение как произведение
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Подстановка (3) в (1), (2) даёт краевую задачу
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Её решение имеет вид
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Дважды дифференцируя, получим
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Первые два условия (4) дают
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Учтём этот результат, обозначим  λ = kl, выпишем остальные граничные условия
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и получим из них
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Тогда (5) примет вид
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[image: image1460.png]


Пример. Стальная балка (рис. 2) длиной l изготовлена из прутка диаметром d и её правый конец колеблется по закону b cos ωt. Характеристики балки следующие: длина 
[image: image1013.wmf],
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 диаметр d = 10 мм, модуль упругости материала E = 200 ГПа, плотность материала ρ = 7800 кг/м3. Угловая частота кинематического возмущения ω = 100 с-1, амплитуда перемещений b = 10 мм. Требуется построить график функции  А(x).

Вычисляем осевой момент инерции поперечного сечения 
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Результаты, полученные с помощью формулы (6) и выданные компьютерной программой, представлены на рис. 2 в виде функции амплитуды А(x).


Рассмотрим два характерных частных случая при кинематическом возбуждении правого конца.

1) ω = 0. Это соответствует статическому перемещению правого конца балки на величину b
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Отсюда следует, что балка поворачивается вокруг левого конца как твёрдое тело, правый конец отклоняется на b. При этом балка остаётся прямой, т. е. не изгибается.


2) 
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Изучение колебаний балки при росте  частоты колебаний правого конца ω  от нуля и выше (рис. 3) показывает, что колебания происходят с постепенной сменой форм отклонений, с возникновением резонансных колебаний и т. д.

Если колеблется левый конец балки, решение (это очевидно) будет симметрично найденному, т. е. в формуле (6) x необходимо заменить на l - x. Следовательно,
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5.5. Внутренние силы в поперечных сечениях 

колеблющихся стержней


Для расчётов на прочность необходимо знать величину изгибающих моментов и поперечных сил в сечениях стержня. Как известно, у балки постоянного сечения между прогибами и внутренними силами существуют соотношения 
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Это значит, что после определения функции u(x, t) отыскание внутренних сил не представляет труда.


Для примера возьмём колебания балки, рассмотренные выше при кинематически возбуждаемом правом конце. Последовательно дифференцируя (5.4.6) и используя (5.4.3), (1), получим
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[image: image1022.wmf].
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Таким образом, функции амплитуд приобретают вид
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[image: image1025.wmf].
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Далее нетрудно определить по известным формулам нормальные и касательные напряжения и перейти к расчётам на прочность.
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Пример. Возьмём балку, уже рассматривавшуюся выше, при значениях параметров 

l = 1 м,      d = 10 мм,       E = 200 ГПа,       ρ = 7800кг/м3, 

b = 10 мм,     ω1 = 126,1 с-1,            ω = 84 с-1.

Определяем осевой момент инерции поперечного сечения 
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По результатам компьютерных вычислений построены эпюры для соответствующих амплитуд (рис. 1). Их анализ показывает, что зависимости между u, М и Q, хорошо известные из курса сопротивления материалов, подтверждаются.

5.6.Колебания растянутых (сжатых) стержней
5.6.1.Дифференциальные уравнения движения

Колеблющаяся балка (рис. 1) может быть растянутой или сжатой. Тогда уравнения движения, применявшиеся выше, претерпят изменения.

Пусть в продольном направлении действует растягивающая сила P. Выведем уравнение колебаний. Будем полагать, что отклонения u(x, t) малы, а продольная сила N в процессе колебаний не меняется. 

Выделим элемент стержня длиной dx и покажем все силы, приложенные к нему. Здесь учтено, что стержень движется вверх с ускорением 
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 и поэтому к данному элементу приложена даламберова сила инерции 
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 0 следует, что cos u' = 1. Значит, N = P, остальные силы можно считать вертикальными.
Воспользуемся принципом Даламбера и запишем уравнение движения в виде равенства нулю суммы проекций всех сил на вертикальную ось у
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После очевидных упрощений приходим к уравнению
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Как известно 
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Разделим на EJ и получим основное уравнение колебаний
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5.6.2. Свободные колебания

Рассмотрим свободные колебания. Основное уравнение (5.6.1.1) преобразуется к виду
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Применим метод разделения переменных и запишем для искомого решения
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Выражение (2) подставим в (1) и получим
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Введём обозначение  
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и упростим уравнение (3)
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Характеристическое уравнение имеет вид
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Его корнями будут    
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Несложный анализ показывает, что два корня действительны и они различаются только знаками: 
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, другие два корня - чисто мнимые и попарно сопряжены. Это значит, что (4) имеет решение
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причём
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Граничные условия к уравнению (1) остаются прежними
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Отсюда после подстановки (2) имеем
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Дифференцируя (5) дважды, получим
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Первые два условия (6), (5) и (7) дают
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Очевидно, что эта система уравнений имеет нулевые решения, т. е. C2 = C4 = 0. Оставшиеся два условия (6) имеют вид
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Отсюда получим частотное уравнение
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Из него следует
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Далее 
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 EMBED Equation.3  [image: image1061.wmf]l
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В результате получим спектр собственных частот
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Здесь введены ранее полученные собственные частоты при отсутствии продольной силы
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и эйлеровы критические сиы
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При растяжении  N = P и (9) приобретает вид
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При сжатии N= - P  и 
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Формулы (10) и (11) показывают, что растягивающая сила увеличивает частоту свободных колебаний и, наоборот, сжатие стержня ведет к снижению собственной частоты. Если Р = -Рnкр частота обращается в нуль. В целом, график функции Ω1(Р) имеет вид, изображённый на рис. 1. Таким образом, растяжение стержня делает его более жёстким, т. е. увеличивает собственные частоты, и, наоборот, сжатие увеличивает податливость стержня, уменьшает собственные частоты. 


Определим собственные формы колебаний. В (8) подставим 
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 и получим
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Таким образом, C2 = C4 = C3 = 0. Положим C1 = 1. Тогда

X(x) = sin k1x,

но 
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Значит, в традиционных обозначениях формы колебаний имеют вид
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и совпадают с прежними формами при отсутствии осевой силы. 

5.6.3. Вынужденные колебания
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Рассмотрим колебания стержня от равномерно распределённой нагрузки 
[image: image1074.wmf]t
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(рис. 1). Воспользуемся уравнением (5.6.1.1)
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К нему присоединим граничные условия
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Решение задачи представим в виде 
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Выражение (3) подставим в (1), (2) и получим
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Решением уравнения (4) будет
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Дважды дифференцируя его, запишем 
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Первые два условия (5) дают 
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Оставшиеся два условия приводят к уравнениям 
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Учтем (7), решим систему уравнений и запишем 


[image: image1088.wmf]l

l

1

2

2

2

1

4

1

2

2

1

k

sin

)

k

k

(

)

k

cos

1

(

qk

C

+

g

-

=

 ,                
[image: image1089.wmf].

shk

)

k

k

(

)

chk

1

(

qk

C

1

2

2

2

1

4

1

2

2

3

l

l

+

g

-

=


[image: image1466.png]


Не представляет труда определение внутренних сил в сечениях балки. Например, изгибающие моменты имеют вид 
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Их амплитуды 
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Аналогично находим поперечные силы и их амплитуды
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Пример. Задана балка круглого поперечного сечения (рис. 2) со следующими параметрами: длина l
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 диаметр сечения d = 10 мм, модуль упругости материала Е = 200 ГПа, плотность материала ρ = 7800кг/м3. Действует гармоническая равномерно распределённая нагрузка при  а0 = -30 Н/м, частота возмущающей силы ω = 60 с-1. При трёх значениях продольной силы  1) N = 0,7 Ркр;   2) N = 0;  3) N = - 0,25 Ркр вычислить собственные частоты при колебаниях по основному тону. Построить графики амплитуд колебаний A(x), амплитуд изгибающих моментов AM(x) и амплитуд поперечных сил АQ(x).

Определяем осевой момент инерции поперечного сечения 
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При вычислении собственных частот по формуле (5.6.2.9) получены значения 
1)Ω1= 164,5с-1;          2)Ω1 = 126,1 с-1;            3)Ω1 = 109,2 с-1.

На рис. 2 показаны результаты компьютерных вычислений для амплитуд по формулам (6), (8), (9). 

Растягивающая сила уменьшает величину внутренних сил в сечениях, а сжимающая сила – увеличивает.

5.7. Вынужденные колебания от сосредоточенной силы
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На однородную балку (рис. 1) действует сосредоточенная гармоническая сила
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Балка состоит из двух участков. Запишем для них дифференциальные уравнения колебаний
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Здесь u1(x1, t), u2(x2, t) - функции перемещений для первого и второго участков соответственно,  x1,  x2 -локальные координаты для каждого участка. Разделим левые и правые части на m, обозначим  
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  и перепишем систему уравнений (2), (3)
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К системе уравнений (4) присоединяются граничные условия на левом и правом концах, учитывающие шарнирное опирание 
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и означающие, что прогиб и изгибающий момент равны нулю. На границе 1-го и 2-го участков прогибы, углы поворота, изгибающие моменты слева и справа равны между собой. Это даёт
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Кроме того, условие равновесия (по принципу Даламбера) вырезанного элемента (рис. 2) имеет вид ещё одного дополнительного условия
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Условия (6), (7) называются условиями сопряжения 1-го и 2-го участков (или условиями стыковки). 


Теперь (4) - (7) образуют задачу об установившихся колебаниях балки. Её решение может быть выписано в виде двух функций
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Выражения (8) подставим в (4), сократим результат на  cos ωt и получим
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Общее решение однородной системы уравнений (9) имеет вид 
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где Bi, Di - коэффициенты, которые необходимо определить с помощью условий (5) - (7), равенств (1), (8), функций (10). Их использование приводит к системе линейных неоднородных уравнений относительно постоянных интегрирования
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где обозначено 
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Очевидно, что два первые уравнения автономны, и они имеют тривиальное решение B2 = B4 = 0. Решение оставшихся шести уравнений даёт искомые B1, B3, D1, D2, D3, D4 и, в силу (10), амплитуды колебаний A1(x), A2(x) становятся известными.
Глава V
РАСЧЁТНО-ПРОЕКТИРОВОЧНЫЕ РАБОТЫ

1.Общие указания по выполнению расчётно-проектировочных работ

Каждый студент выполняет в течение семестра 2 расчётно-проектировочные работы: 

№ 1: Колебания системы с одной степенью свободы.

№ 2: Колебания системы с двумя степенями свободы.

Следующие методические указания являются общими для всех работ: 


1.Исходные данные к задачам выбираются студентом самостоятельно согласно индивидуальному шифру, состоящему из двух чисел. По первому числу берутся номера расчётных схем, по второму – соответствующие количественные данные и единицы их измерений. 


2.Прежде чем приступить к задаче следует обстоятельно изучить или повторить соответствующий теоретический материал.


3.Каждая работа должна быть оформлена отдельно в тетради в клетку или на стандартных листах писчей бумаги 210 
[image: image1117.wmf]´

 297 мм, сброшюрованных в альбом с обложкой из плотной бумаги. На первом  (титульном) листе следует вычертить рамку и сделать справа внизу основную надпись (штамп) по указанному ниже образцу.
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4.В начале каждой задачи должны быть приведены её номер, текст условия, расчётная схема и таблица исходных данных. Далее следует текст решения и ответы на поставленные вопросы. Все выкладки должны представлять собой стройную логическую последовательность и сопровождаться лаконичным пояснительным текстом. Каждый пункт решения должен при необходимости содержать вспомогательные чертежи или эскизы, расчётную формулу в общем виде, числовое повторение (подстановку) этой формулы и ответ. В промежуточных и окончательных ответах необходимо проставлять единицы измерения получаемых величин. 

5.В расчётах на прочность, жёсткость и колебания исходные данные в задачах, как правило, являются приближёнными (геометрические размеры и формы, физико-механические характеристики материала и конструкции). Поэтому не следует проводить вычисления с излишне большим числом значащих цифр. Сохранение в записи числа (результатах вычислений) четырёх значащих цифр обеспечивает достаточную точность.


6.Все чертежи необходимо выполнять карандашом невысокой твёрдости (ТМ, М), а записи вести чернилами или карандашом, соблюдая чертежные шрифты. Схемы и рисунки должны быть вычерчены с соблюдением масштабных соотношений, с применением чертёжных инструментов.


7.Каждая работа принимается с защитой и выставлением оценки. При этом учитываются как теоретические знания студента по теме, так и его умения и навыки их приложения к решению конкретных практических задач. При неудовлетворительной защите работа не засчитывается, студенту предлагается повторная защита или выдаётся другое задание для выполнения вновь.

2.Расчётно-проектировочная работа  №1

Колебания системы с одной степенью свободы 

2.1. Содержание работы

Плоская механическая система с одной степенью свободы состоит из блока, представляющего сплошной однородный диск с массой  m1  и радиусом  r; абсолютно жёсткого однородного стержня с массой  m2  и длиной  l; тела с массой m3; недеформируемой безмассовой тяги; цилиндрической винтовой пружины с коэффициентом жёсткости  c1; спиральной пружины с коэффициентом жёсткости c2; демпфера с коэффициентом вязкого сопротивления α. Вынужденные колебания возбуждаются сосредоточенной гармонической силой P(t) = P0 cos (t или гармоническим моментом M(t) = M0 cos (t. Требуется: 

    1.Изобразить расчётную схему, показать выбранную обобщённую координату движения и обосновать число степеней свободы.

    2.Составить уравнение вынужденных колебаний.

    3.Составить уравнение свободных колебаний, определить угловую частоту и период свободных колебаний при отсутствии трения и с учётом трения. 

    4.Построить кривые амплитудно-частотных и фазо-частотных характеристик вынужденных колебаний при отсутствии трения и с учётом трения.

    5.Определить значения амплитуд обобщённой координаты, скорости и ускорения при резонансных колебаниях демпфированной системы.

     6.Определить максимальные значения амплитуд обобщённой координаты, скорости и ускорения для демпфированной системы и соответствующие им частоты обобщённой силы.

Замечание: В зависимости от конкретной расчётной схемы, соответствующей шифру студента, текст содержания работы уточняется, т. е. из неё исключается описания отсутствующих деталей и нагрузок.

2.2. Варианты заданий

	Второе число

шифра
	m1

кг
	r
см
	m2

кг
	l
см
	m3

кг
	c1
Н/м
	c2
Нм/рад
	α

Нс/м
	P0

Н
	M0

Нм

	1
	6,0
	18
	3,0
	45
	3,1
	7000
	300
	50
	12
	2,8

	2
	6,4
	20
	3,4
	50
	3,2
	7500
	320
	60
	14
	3,0

	3
	6,8
	22
	3,8
	55
	3,4
	8000
	340
	70
	16
	3,2

	4
	7,2
	24
	4,0
	60
	3,6
	8500
	360
	80
	18
	3,4
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2.3. Пример выполнения

Расчётно-проектировочная работа № 1:

Колебания системы с одной степенью свободы

2.3.1.Содержание работы

Плоская механическая система (рис. 1) с одной степенью свободы состоит из блока, представляющего сплошной однородный диск с массой  m1  и радиусом  r; абсолютно жёсткого однородного стержня с массой  m2  и длиной  l; недеформируемой безмассовой тяги; цилиндрической винтовой пружины с коэффициентом жёсткости  c1; демпфера с коэффициентом вязкого сопротивления α. Вынужденные колебания возбуждаются сосредоточенной гармонической силой  P(t) = P0 cos (t. Требуется: 

    1.Изобразить расчётную схему, показать выбранную обобщённую координату движения и обосновать число степеней свободы.

    2.Составить уравнение вынужденных колебаний.

    3.Составить уравнение свободных колебаний, определить угловую частоту и период свободных колебаний при отсутствии трения и с учётом трения. 

    4.Построить кривые амплитудно-частотных характеристик вынужденных колебаний при отсутствии трения и с учётом трения.

    5.Определить значения амплитуд обобщённой координаты, скорости и ускорения при резонансных колебаниях демпфированной системы.

     6.Определить максимальные значения амплитуд обобщённой координаты, скорости и ускорения для демпфированной системы и соответствующие им частоты обобщённой силы. 

2.3.2. Расчётная схема 
[image: image1473.png]


В качестве обобщённой координаты движения заданной плоской механической системы (рис. 1) примем φ1(t) - угол поворота блока вокруг оси. Его значение в любой момент времени однозначно определяет положение всех остальных звеньев механизма. Из этого следует, что система обладает одной степенью свободы.

2.3.3.Таблица исходных данных

	Втрое число

шифра
	m1

кг
	r
см
	m2

кг
	l
см
	c1
Н/м
	α

Нс/м
	P0

Н

	5
	6,2
	25
	3,6
	70
	8000
	60
	25


2.3.4. Решение

2.3.4.1. Уравнение вынужденных колебаний

Уравнение вынужденных колебаний составляется с помощью уравнения Лагранжа II рода для системы с одной степенью свободы
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где  T – кинетическая энергия, П – потенциальная энергия, Ф – диссипативная функция Рэлея, F – обобщённая сила. 


Определим последовательно величины, входящие в (1). Функции  T, Ф, П вычисляются с точностью, при которой справедливы формулы 
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где  a, b, с - коэффициенты инерции, диссипации и жёсткости.


Кинетическую энергию системы найдём как сумму кинетических энергий блока и стержня 

               T = T1 + T2.                                                    (3)

Кинетическая энергия вращающегося блока определяется по формуле

                          T1 = 
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где  J1 - осевой момент инерции блока, 
[image: image1127.wmf]1

w

- угловая скорость вращения. Они вычисляются по известным формулам
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 m1 r2 ,                     
[image: image1129.wmf]1

ω

= 
[image: image1130.wmf]1

j

&

.

Подставляя их в (4), получим

T1 = 
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Кинетическая энергия стержня CD, вращающегося вокруг шарнира C 

T2 = 
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причём осевой момент инерции

J2 = 
[image: image1135.wmf]3
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 m2 l2.

Очевидно (рис. 2.3.2.1), что c учётом малости углов поворота φ1 и φ2 и недеформируемости тяги, соединяющей точки A и B можно записать равенства 

AA' = BB',              AA' = 
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l

 φ2,             BB' = rφ1.

Тогда 

φ2 = 
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Угловая скорость вращения стержня  CD  (рис. 1) вокруг шарнира равна 

ω2 = 
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С учётом этих значений кинетическая энергия стержня (6) принимает вид
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Формулы (3), (5), (8) дают 

T = 
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Отсюда получим значение коэффициента инерции

  a = r2(
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 · 3,6) = 0,4938 кг м2.                      (9)


Диссипативная функция Рэлея определяется по формуле

Ф = 
[image: image1152.wmf]2

1

 α 
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где  α - коэффициент вязкости. Скорости перемещений точек A и B равны между собой. Поэтому 

vА = vB =  r ω1 = r 
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Следовательно

Ф = 
[image: image1155.wmf]2
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Сравнивая (2) и (10), запишем формулу для коэффициента демпфирования и вычислим его значение

b = α r2 = 60 · 0,252 = 3,750  Н с м .                                 (11)


Потенциальная энергия системы П равна сумме энергии деформированной пружины П1 и энергии стержня в поле сил тяжести П2
П = П1  + П2.                                                      (12)

Каждое из этих слагаемых определяется как работа, совершаемая соответствующей силой на перемещении системы из отклонённого положения в равновесное положение, каковым будем считать положение покоя при  P(t) ≡ 0.


Потенциальная энергия деформированной пружины равна 

П1 = 
[image: image1157.wmf]2
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Здесь, ввиду малости угла поворота φ1, деформация пружины приравнена к дуге BB΄.
 Потенциальная энергия, соответствующая силе тяжести стержня G2,  равна

П2 = G2 h 2 = m2gh2.                                                                                   (14)

Здесь h2 – вертикальное смещение центра тяжести стержня. Из чертежа (рис. 2.3.2.1) легко находим, что 

h 2 = 
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Разложим  cos φ2   в ряд Маклорена 

cos φ2  =1 - 
[image: image1161.wmf].

.

.

!

4

!

2

4

2

2

2

-

j

+

j

                                         (16)

и учтём, что рассматриваются малые колебания системы около положения равновесия, т. е. φ1, φ2  - малые величины. Тогда в правой части (16) можно пренебречь величинами четвёртого и более высоких порядков малости и записать (15) в виде

h2 = 
[image: image1162.wmf]4

l

 
[image: image1163.wmf]2

2

j

.                                                    (17)

Подставим (7) в (17) а далее в (14) и получим 

П2  = 
[image: image1164.wmf].
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С учётом формул (17) и (18) сумма (12) принимает вид

П = = 
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Следовательно, коэффициент жёсткости системы имеет значение

c = r2 
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 = 506,3  Нм.          (20)


Определим обобщённую силу  F, соответствующую возмущающей силе  P и выбранной обобщённой координате. Сообщим обобщённой координате φ1 малое приращение δφ1. Тогда обобщённая сила совершит работу 

δAF = F δφ1.                                                                                       (21)

В силу (7) угол поворота  φ2 получит приращение

δφ2 = 
[image: image1172.wmf]l
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 δφ1.

Точка  D переместится по горизонтали на расстояние  DD΄= l δφ2, на котором сила P произведёт работу

δAP = Pl δφ2 = 2rP δφ1.                                           (22)

Работы, определяемые из (21), (22), должны быть одинаковыми. Поэтому 

F = 2rP = 2rP0 cos ωt = F0 cos ωt.                                   (23)

Здесь введено обозначение 

F0= 2rP0 = 2·0,25·25 = 12,5 Нм.


Определим последовательно производные в уравнении (1) 
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Подстановка (23), (24) в (1) даёт дифференциальное уравнение вынужденных колебаний 
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с постоянными коэффициентами  a, b, c, определяемыми формулами (9), (11), (20). Приведём (25) к стандартному виду
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где введены обозначения для коэффициента демпфирования

ε = b / 2a = 3,750/ 2·0,4938 = 3,797 с-1,

квадрата частоты свободных колебаний в системе без демпфирования (ε = 0)
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506,3/0,4938 = 1025 c-2                                    (27)

и силы
f = F / a = 
[image: image1180.wmf]a
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 cos ωt = f0 cos ωt.

Введённая здесь амплитуда силы имеет значение  

f0 = 
[image: image1181.wmf]a
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 = 25,32 с-2.

2.3.4.2. Уравнение свободных колебаний

Приравнивая правую часть уравнения вынужденных колебаний (2.3.4.1.26) к нулю, получим уравнение свободных колебаний 
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С помощью (2.3.4.1.27) найдём частоту свободных колебаний при отсутствии трения в системе

ω0 = 32,02 с-1.

Этой частоте соответствует период колебаний
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Теперь вычислим частоту и период свободных колебаний с учётом трения 
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Очевидно, что наличие трения практически не влияет на значения частоты и периода колебаний.

4.3. Амплитудно-частотные и фазо-частотные характеристики 


Решение уравнения (2.3.4.1.26) при установившихся колебаниях не зависит от начальных условий и имеет вид

φ1(t) = A cos (ωt – ψ).                                                  (1)
Здесь A - амплитуда колебаний, ψ - угол сдвига фазы перемещений по отношению к фазе возмущающей силы (угол запаздывания). Они определяются формулами 

A = f0/[(
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                                  tg ψ = 2εω/(
[image: image1191.wmf]2
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где  β - динамический коэффициент системы, φст - статический угол поворота блока под действием статической обобщённой силы f0. Приведём формулы  (1), (2) к виду, удобному для вычислений
φст = f0/
[image: image1192.wmf]2
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= 25,32/1025 = 0,02469 рад.,         β = [(1 - ω2/
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Введём обозначения 

η = ω/ω0,     λ = 2 ε/ω0 = 2·3,797 / 32,02 = 0,2372.

Тогда получим

 β = [(1- η2)2 + λ2 η2]-1/2,                                                     (4)

 tg ψ = λ η / (1- η2).                                                    (5)
При вычислениях по формулам (3), (5) традиционно считается, что 
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 Из этого следует, что при отрицательных значениях тангенса
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Для определения амплитуд колебаний будем пользоваться формулами (2) и (4). При этом обозначим амплитуду и динамический коэффициент, вычисляемые без учёта трения в системе (ε = 0) A0, β0, с учётом трения - Aε , βε. В частности, будет 

A0= β0(ω) φст,                     β0(ω) = 1/(1- η2).


Очевидно, что при  ε = 0 и η < 1 (дорезонансный режим) формулы (5) даёт значение  ψ0 = 0, а при  η > 1 (зарезонансный режим)  ψ0 = π.
Результаты вычислений для амплитуд А0, Аε и сдвига фаз ψε представляются таблицей

	№

№
	η 
	ω

c-1
	β0
	A0

рад
	βε
	Аε

рад
	ψε  

рад

	1
	0
	0
	1,000
	0,02469
	1,0000
	0,02469
	0

	2
	0,25
	8,006
	1,067
	0,02633
	1,0645
	0,02628
	0,0632

	3
	0,50
	16,01
	1,333
	0,03292
	1,3170
	0,03251
	0,1568

	4
	0,75
	24,02
	2,286
	0,05643
	2,1174
	0,05228
	0,3862

	5
	0,90
	28,82
	5,263
	0,12994
	3,4993
	0,08639
	0,8435

	6
	0,95
	30,42
	10,256
	0,25322
	4,0732
	0,10056
	1,1624

	7
	1,00
	32,02
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	4,2163
	0,10409
	1,5708

	8
	1,05
	33,62
	9,756
	0,24086
	3,7133
	0,09168
	1,9613

	9
	1,10
	35,22
	4,7519
	0,11756
	2,9859
	0,7372
	2,2485

	10
	1,25
	40,03
	1,778
	0,04389
	1,5727
	0,03883
	2,6565

	11
	1,50
	48,03
	0,800
	0,01975
	0,7694
	0,01900
	2,8643

	12
	1,75
	56,04
	0,4848
	0,01197
	0,4753
	0,01173
	2,9430

	13
	2,00
	64,04
	0,3333
	0,00823
	0,3292
	0,00813
	2,9848


 По итогам вычислений построены графики амплитудно-частотных и фазо-частотных характеристик (рис 1, 2). Анализ таблицы и кривых (рис. 1) обнаруживает, что при  ω/ω0 = 1(т. е. η = 1, ω = ω0) имеется резко выраженное [image: image1474.png]P()
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явление резонанса: при отсутствии трения амплитуда обращается в бесконечность, при наличии трения происходит существенное увеличение амплитуды колебаний. Наличие трения практически сказывается лишь при колебаниях вблизи резонанса. При ω = 0 амплитуда колебаний, как и следовало ожидать, равняется статическому отклонению диска. При высокочастотных колебаниях амплитуда уменьшается, асимптотически приближаясь к нулю.

Кривая фазо-частотной характеристики при наличии трения в системе (рис. 2) показывает, что сдвиг фаз ψ с ростом частоты возмущений увеличивается сначала медленно, затем быстро, достигая при резонансе значения π/2, а далее устремляясь к значению π.

4.4. Амплитуды резонансных колебаний демпфированной системы

Амплитуда резонансных колебаний дана в таблице при значении   η = 1 
A1 = Aε = 0,1041 рад.

Дифференцируя функцию (4.3.1) дважды, найдём формулы для угловой скорости  
[image: image1199.wmf]1
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, углового ускорения 
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 и соответствующих амплитуд
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= - ωA1 sin (ωt – ψ) = -A2 sin (ωt – ψ),         A2 = ωA1,                      (1)


[image: image1202.wmf]1
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= - ω2A1 cos (ωt – ψ) = - A3 cos (ωt – ψ),       A3  = ω2A1.                   (2)

Находим легко, что 

A2 = ω0 A1 = 32,02·0,1041 = 3,333 рад/с,   A3 = 
[image: image1203.wmf]2

0

w

 A1 = 1025·0,1041 = 106,7 рад/с2.

4.5. Максимальные амплитуды колебаний демпфированной системы


Для определения частоты возмущений, которой соответствует максимальное значение амплитуды, производную по η2 от выражения в квадратной скобке в формуле (4.3.4) приравняем к нулю 

2η2 + λ2 –2 = 0 .

Отсюда 
[image: image1204.wmf]2
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η2 = 
[image: image1205.wmf]2

1

h

= (2 - λ2)/2 = (2 – 0,23722)/2 = 0,9719,       η1 = 0,9858.

Такому значению частотного соотношения отвечает частота возмущений

ω1= η1 ω0 = 0,9858·32,02 = 31,57 с-1.

Амплитуда колебаний при этом является максимальной и определяется по (4.3.2), (4.3.4)

                    max A1 = A1(ω1) = A1(η1) = β(η1) φст= [(1- 
[image: image1206.wmf]2
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)2 + λ2 
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]-1/2 φст  =

= [(1-0,9719)2 + 0,23722·0,9719]-1/2 ·0,02469  = 0,1048 рад.


Используя (4.3.2), амплитуду скорости колебаний (4.4.1) перепишем в виде

A2(ω) = ωA1(ω) = f0/[(
[image: image1208.wmf]2
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- ω2)2 /ω2  + 4ε2]1/2.

Отсюда следует, что она имеет максимальное значение при ω = ω0, т. е. при резонансе 

max A2(ω) = A2(ω0) = f0/2ε = 25,32/2·3,797 = 3,333 рад/с.

Можно легко показать, что амплитуда ускорений (4.4.2) имеет вид 

A3(ω) = ω2A1(ω) = f0 / [(
[image: image1209.wmf]2
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- ω2)2 / ω4 + 4ε2 / ω2 ]1/2.
Её максимуму отвечает равенство нулю производной по ω2 выражения в квадратной скобке т. е. 
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После несложных преобразований приходим к формуле и значению частоты

ω2 = 
[image: image1212.wmf]2
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- 2 ε2) = 32,024/ (32,022- 2·3,7972) = 1055 с-2,        ω3 = 32,48 с-1
а далее к максимальной амплитуде ускорений

max A3(ω) = A3(ω3) = q0 / [(
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= 25,32/[(1025- 1055)2  / 32,484 + 4∙3,7972 / 1055]1/2 = 110,6 рад/с2.

Из этих результатов видно, что максимальные значения амплитуд весьма близки к резонансным значениям или даже совпадают с ними (амплитуда скорости). 

3.Расчётно-проектировочная работа №2:

Колебания системы с двумя степенями свободы 

3.1. Содержание работы

   Плоская механическая система с двумя степенями свободы состоит из блока, являющегося сплошным однородным диском с массой  m1  и радиусом  r; абсолютно жёсткого однородного стержня с массой  m2  и длиной l; тела с массой m3; цилиндрических винтовых пружин с коэффициентами жёсткости  c1, c2. Вынужденные колебания возбуждаются сосредоточенной гармонической силой P(t) = P0 cos (t или гармоническим моментом M(t) = M0 cos (t. Требуется: 

    1.Изобразить расчётную схему, показать выбранные обобщённые координаты движения и обосновать число степеней свободы.

    2.Составить уравнения движения в общем виде.

    3.Составить уравнения движения при свободных колебаниях.

    4.Составить частотное уравнение и найти спектр собственных частот.

    5.Найти спектр собственных форм, проверить их ортогональность.

    6.Составить уравнения движения при вынужденных колебаниях.

    7.Найти вектор амплитуд обобщённых координат.

    8.Построить кривые амплитудно-частотных характеристик вынужденных 

колебаний.

    9.Провести анализ колебаний в зависимости от частоты вынуждающей  силы.

Замечание: В зависимости от конкретной расчётной схемы, соответствующей шифру студента, текст содержания работы уточняется, т. е. из неё исключаются описания отсутствующих деталей и нагрузок.

3.2.Варианты заданий

	Второе число

шифра
	m1

кг
	r
см
	m2

кг
	l
см
	m3

кг
	c1
Н/м
	c2
Н/м
	P0

Н
	M0

Нм

	1
	3,0
	24
	4,0
	60
	3,6
	9000
	3200
	18
	3,4

	2
	2,8
	22
	3,8
	55
	3,4
	8500
	2800
	16
	3,2

	3
	2,6
	20
	3,4
	50
	3,2
	8000
	2400
	14
	3,0

	4
	2,4
	18
	3,0
	45
	3,1
	7500
	2000
	12
	2,8
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3.3. Пример выполнения

Расчётно-проектировочная работа № 2:

Колебания системы с двумя степенями свободы

3.3.1.Содержание работы

Плоская механическая система с двумя степенями свободы состоит из блока, являющегося сплошным однородным диском с массой  m1  и радиусом  r; абсолютно жёсткого однородного стержня с массой  m2  и длиной  l; цилиндрических винтовых пружин с коэффициентами жёсткости  c1; c2. Вынужденные колебания возбуждаются гармоническим моментом M(t) = M0 cos (t. Требуется: 

    1.Изобразить расчётную схему, показать выбранные обобщённые координаты движения и обосновать число степеней свободы.

    2.Составить уравнения движения в общем виде.

    3.Составить уравнения движения при свободных колебаниях.

    4.Составить частотное уравнение и найти спектр собственных частот.

    5.Найти спектр собственных форм, проверить их ортогональность.

    6.Составить уравнения движения при вынужденных колебаниях.

    7.Найти вектор амплитуд обобщённых координат.

    8.Построить кривые амплитудно-частотных характеристик вынужденных 

колебаний.

    9.Провести анализ колебаний в зависимости от частоты вынуждающей силы.

[image: image1478.png]


3.3.2. Расчётная схема 
В качестве обобщённых координат движения заданной плоской механической системы (рис. 1) примем φ(t) - угол поворота блока вокруг оси и x(t) - перемещение конца стержня 
[image: image1219.wmf]A

A

¢

, отсчитанные от положения равновесия. Следует учесть, что в состоянии покоя (M(t) 
[image: image1220.wmf]º

 0) из-за действия силы тяжести стержня АС система уже находится в отклонённом положении, т. е. обобщённые координаты имеют «донулевые» значения x0 и φ0. Выбранные обобщённые координаты в любой момент времени однозначно определяют конфигурацию механизма. Из этого следует, что система обладает двумя степенями свободы.

3.3.3.Таблица исходных данных

	Второе число

шифра
	m1

кг
	r
см
	m2

кг
	l
см
	c1
Н/м
	c2

Н/м
	M0

Нм

	5
	2
	16
	3
	40
	8200
	2500
	3,1


3.3.4.Уравнения колебаний в общем виде

Уравнения колебаний составляются с помощью уравнений Лагранжа II рода для системы с двумя степенями свободы
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где  T – кинетическая энергия, П – потенциальная энергия, Fx, Fφ – обобщённые силы. 


Определим последовательно величины, входящие в (1). Функции  T, П вычисляются с точностью, при которой справедливы формулы 

T = 
[image: image1223.wmf]2
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 a11 
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;        П = 
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 c11x2 +c12xφ +
[image: image1229.wmf]2
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 c22 φ2,           (2)

где  aij, сij - коэффициенты инерции и жёсткости. Выражения в правых частях (2) представляют квадратичные формы обобщённых координат и обобщённых скоростей. Коэффициенты образуют симметричные квадратные матрицы инерции и жёсткости
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Кинетическую энергию системы найдём как сумму кинетических энергий блока и стержня

               T = T1 + T2.                                                           (3)

Кинетическая энергия вращающегося блока определяется по формуле

                          T1 = 
[image: image1231.wmf]2
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 J1 
[image: image1232.wmf]2
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ω

,                                                         (4)

где  J1 - осевой момент инерции блока, 
[image: image1233.wmf]1

ω

- угловая скорость вращения. Они вычисляются по известным формулам

J1 = 
[image: image1234.wmf]2
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 m1 r2 ,                     
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Подставляя их в (4), получим

T1 = 
[image: image1237.wmf]4
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m1 r2 
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Кинетическая энергия стержня AC, вращающегося вокруг шарнира C 

T2 = 
[image: image1239.wmf]2
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 J2 
[image: image1240.wmf]2
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,                                                                 (6)

причём осевой момент инерции определяется по известной формуле

J2 = 
[image: image1241.wmf]3
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 m2 l2.

Очевидно (рис. 3.3.2.1), что 

ω2 = 
[image: image1242.wmf].
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С учётом этих значений кинетическая энергия стержня (6) принимает вид
T2 = 
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Формулы (3), (5), (7) дают 
T = = 
[image: image1246.wmf]4
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Сравнивая (2) и (8), получим значения элементов инерционной матрицы

a11 = 
[image: image1249.wmf]3
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 m2 = 
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 = 1 кг,     a12 = a21 = 0,   a22 = 
[image: image1251.wmf]2
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m1 r2 = 
[image: image1252.wmf]2
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·2·0,162 = 0,0256 кг м2.


Потенциальная энергия системы П равна сумме потенциальных энергий деформированных пружины П1, П2  и стержня AC в поле сил тяжести П3

П  =  П1  + П2 + П3.                                             (9)

Каждое из этих слагаемых равно работе, совершаемой соответствующей силой на перемещении системы из отклонённого положения в равновесное положение, каковым будем считать положение покоя при  M(t) 
[image: image1253.wmf]º

 0.


Точки A, B, D во время колебаний перемещаются по дугам соответствующих окружностей. Но эти перемещения в обычном режиме достаточно маленькие и поэтому примем, что отклонения происходят по прямым линиям, и при этом AA'
[image: image1254.wmf]^

 AC,  BB'
[image: image1255.wmf]^

 BE,   DD'
[image: image1256.wmf]^

 DC. 


Для первой пружины

П1 = 
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В данном подсчёте учтено, что первая пружина в равновесном положении уже была растянута на величину  f0 = x0/2. 


Для второй пружины

П2 = 
[image: image1266.wmf]2
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 c2(AA΄ - BB´)2 =
[image: image1267.wmf]2
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c2(x – rφ)2 = 
[image: image1268.wmf]2
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 c2(x2 – 2 r x φ  +r2 φ2).              (11)

Потенциальная энергия отклонённого стержня A'C в поле сил тяжести

П3 = - G h = - m2g DD΄ сos 30° = - 
[image: image1269.wmf]2

1

 m2g x сos 30°.                              (12)

Здесь G – вес стержня, h - перемещение центра тяжести стержня в вертикальном направлении в процессе колебаний. Знак минус учитывает тот факт, что сила тяжести направлена вниз, а перемещение из отклонённого положения в равновесное положение направлено вверх. Подстановка (10), (11), (12) в (9) даёт

П = 
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 c2(x2 – 2 r x φ + r2 φ2) - 
[image: image1273.wmf]2
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 m2g x сos 30°.               (13)
Известно, что в нулевом (равновесном) положении (x = 0, φ = 0) должно быть
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Выполнив первое дифференцирование (14) с учётом (13), и, приравняв x и φ к нулю, получим
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Учёт этого выражения упрощает формулу (13) и она принимает вид

П = 
[image: image1278.wmf]2

1

 
[image: image1279.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

2

1

с

4

с

 x2 – c2r x φ + 
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 c2 r2 φ2.                                      (15)

Сравнение формул (2) и (15) даёт элементы матрицы жёсткости 

c11 = 
[image: image1281.wmf]2
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Определим обобщённые силы Fx(t), Fφ(t), соответствующие возмущающему моменту M(t) и выбранным обобщённым координатам. С этой целью сообщим обобщённой координате  x  малое приращение δx, в то время как обобщённая координата φ остаётся неизменной. Тогда обобщённая сила Fx совершит работу 

δAx = Fx δx.                                                                           (16)

Поскольку приращение  δφ  координаты φ равно нулю, момент M произведёт нулевую работу, т. е. 

δAM = M δφ = 0 .                                                                   (17)

Работы, определяемые по (16), (17), должны быть одинаковыми. Поэтому 

Fx = 0.                                                           (18)

Теперь дадим обобщённой координате φ малое приращение δφ, в то время как обобщённая координата  x  остаётся неизменной. Тогда обобщённая сила Fφ
[image: image1285.wmf] совершит работу 

δAφ = Fφ δφ.                                                                           (19)

На этом же перемещении момент  M  произведёт работу 

δAM = M δφ.                                                (20)

Равенства (19) и (20) должны приводить к одинаковым результатам. Поэтому 

Fφ = M.                                                   (21)


Определим последовательно производные в уравнениях (1) 
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Подстановка (18), (21), (22) в (1) даёт дифференциальные уравнения вынужденных колебаний 

a11
[image: image1294.wmf]x
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 + c11x + c12φ = 0,

a22
[image: image1295.wmf]j
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 + c21x + c22φ = M0 cos ωt.

В матрично-векторной форме их можно записать в стандартном виде

A
[image: image1296.wmf]q
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 + Cq = F cos ωt.                                                       (23)
Обобщённые координаты образуют вектор q(t) = 
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. Матрицы  A  и  C  определены выше 
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Очевидно, что вектор амплитуд сил  F  может быть представлен в виде 

F = 
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3.3.5. Свободные колебания

3.3.5.1. Спектр собственных частот


При свободных колебаниях правая часть уравнения (3.3.4.23) обращается в нуль-вектор, так что образуется однородная система обыкновенных дифференциальных уравнений 

A
[image: image1300.wmf]q
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 + Cq = 0.                                                       (1)
Её решение имеет вид 

q(t) = Q cos (ωt + ψ).
Подстановка в (1) приводит сначала к уравнению относительно собственных форм, т. е. векторов Q.

                     (C – ω2A) Q = 0,                                                 (2)

а затем - к частотному (характеристическому) уравнению

det(C – ω2A) = 0,                                                   (3)

где  ω – частота свободных колебаний, 
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 – нуль-вектор. В развернутом виде уравнение (3) имеет вид
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или
(c11- ω2a11) (c22- ω2a22) – c12c21 = 
[image: image1303.wmf]0
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При этом
a = a11 a22 = 
[image: image1304.wmf] 
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b = a11c22 + a22 c11= 
[image: image1305.wmf] 
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c = c11c22 – c12 c21= 
[image: image1306.wmf] 
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Решаем биквадратное уравнение (5)
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Отсюда получим
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1

2

2

2

2

с

91

,

78

ω

6227

ω

,

с

-

-

=

=


Таким образом, спектр собственных частот есть множество 

Ω = {28,69;     78,91} с-1.

3.3.5.2 Спектр собственных форм

Каждой собственной частоте ωк соответствует собственная форма (собственный вектор) 
[image: image1310.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

2k

1k

k

Q

Q

Q

, которую можно найти из системы уравнений (3.3.5.1.2)
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В развернутой форме она имеет вид
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Определитель матрицы коэффициентов системы (1) равен нулю, так как из этого условия (а именно (3.3.5.1.4)) найдены собственные частоты ωk. Следовательно, (1) представляет систему линейно зависимых уравнений, и поэтому компоненты вектора Qk находятся отсюда с точностью лишь до постоянного множителя. Отсюда также следует, что одним из компонентов вектора Qk необходимо задаваться, а другой - находить как решение любого из двух уравнений (1). Пусть 
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Найдем из первого уравнения, что
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Поочерёдно подставляя 
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Таким образом, получен спектр собственных форм в виде вектора


[image: image1317.wmf]{

}

.

192

,

4

1

,

9,317

1

2

1

,

þ

ý

ü

î

í

ì

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

=

Q

Q

Q

                                   (2)

Его компоненты, в свою очередь, являются вектор-столбцами и должны обладать свойством ортогональности с весами по матрицам инерции и жёсткости. В первом варианте это означает выполнение равенства 
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Или с учётом элементов ранее приведённой матрицы  A должно быть
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Подставляя значения, имеем
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Во втором варианте условие ортогональности собственных форм имеет вид
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или
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Подставим значения и получим
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Условия ортогональности собственных форм в двух различных вариантах выполняются. Значит, спектр собственных форм найден правильно.

3.3.6. Вынужденные колебания

3.3.6.1. Уравнения колебаний

Уравнения вынужденных колебаний имеют вид (3.3.4.23). В частном случае, когда  ω = 0, уравнения колебаний обращаются в уравнения статики 

Cqст = F.

Отсюда можно легко получить статические отклонения при действии момента M0
qст = C-1 F = 
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Здесь C-1 – обратная матрица

C-1 = 
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Δ – определитель матрицы C, равный ранее найденному коэффициенту с биквадратного уравнения, т. е.  Δ = с = 131200 Н. Таким образом, имеем 

qст = C-1 F = 
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Значит, статические значения обобщённых координат при действии момента М0 будут следующими

xст  = 0,009451 м = 9,451 мм,               φст = 0,1076 рад.

3.3.6.2. Амплитуды обобщённых координат

Решением системы уравнений (3.3.4.23) является вектор 

q = Q cos ωt, 
                                              (1)

где  
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  - вектор амплитуд обобщённых координат. Подставляя (1) в (3.3.4.23), получим уравнение относительно амплитуд 
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Легко заметить, что решение системы уравнений имеет вид

Qk = Δk / Δ,            k = 1,  2.                                         (2)

Здесь ( - определитель матрицы коэффициентов

( = (c11- ω2a11) (c22- ω2a22) – c12c21 = (4550- ω2) (64- 0,0256ω2) - 160000,    (3)

введены обозначения

Δ1 = -c21 M0 = 
[image: image1330.wmf] 
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Равенство нулю определителя Δ даёт 
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, т. е. приводит к резонансу, что, как известно, происходит при совпадении частоты вынуждающей силы ( с одной из собственных частот. Сравнивая (3.3.5.1.5) и (3), легко обнаружить, что корни частотного уравнения (т. е. собственные частоты) обращают Δ в нуль.

Амплитуды (2) при некоторых значениях  (  могут оказаться нулевыми, т. е. может иметь место явление антирезонанса. Рассмотрим вопрос подробнее. Из Q1 = 0 следует, что должно выполняться условие Δ1 = 0, т. е. c21 = 0. Очевидно, что такое условие в данной задаче не может быть выполнено, и поэтому антирезонанса для стержня с массой m2  не может быть. Для диска равенство нулю амплитуды колебаний Q2 означает, что
c11- ω2a11 = 0 
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 ω2 = c11 / a11 = 4550 / 1 = 4550  с-2.

Таким образом, антирезонанс, когда диск с массой  m1  остаётся неподвижным, наблюдается на частоте 
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3.3.6.3. Амлитудно – частотные характеристики (АЧХ)

Координаты точек АЧХ вычисляются по формулам (3.3.6.2.2), (3.3.6.2.3), (3.3.6.2.4). Результаты, полученные с их помощью, представляются таблицей.

	ω, с-1
	Q1, мм
	Q2, рад
	ω, с-1
	Q1, мм
	Q2, рад
	ω, с-1
	Q1, мм
	Q2, рад

	0
	9,451
	0,1075
	40
	-13,474
	-0,0994
	78,91
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	10
	10,934
	0,1216
	50
	-7,750
	-0,0397
	80
	50,194
	-0,2321

	20
	19,650
	0,2039
	60
	-6,640
	-0,0158
	81
	25,272
	-0,1271

	25
	43,662
	0,4284
	67,45
	-7,750
	0,0000
	85
	7,581
	-0,0507

	28,69
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	70
	-8,953
	0,0078
	90
	3,554
	-0,0315

	32
	-46,324
	-0,4083
	75
	-16,757
	0,0450
	100
	1,399
	-0,0191

	35
	-24,091
	-0,2003
	77
	-31,837
	0,1098
	110
	0,731
	-0,0138


По этим данным построены графики рис. 1, 2.
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3.3.6.4.Анализ колебаний в зависимости от
частоты вынуждающей силы

Анализ колебаний проведём по кривым, показанным на рис. 3.3.6.3.1, 3.3.6.3.2. Очевидно, что частотную ось необходимо разбить на четыре характерных участка для обсуждения

0 
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 ω1.  При ω = 0 амплитуды колебаний совпадают со статическими отклонениями, найденными выше. При росте частоты вынуждающей силы от нуля обе амплитуды увеличиваются, оставаясь положительными (рис. 3.3.6.3.1, 3.3.6.3.2), т. е. находясь в одной фазе, как между собой, так и с возмущающим моментом. В то же время это означает, что колебания происходят в основном по первой собственной форме (3.3.5.2.2). По мере приближения к первой собственной частоте амплитуды возрастают и становятся неограниченными при ω = ω1, т. е. имеет место резонанс. При этом Q1 = Q2 =
[image: image1350.wmf]¥

.
2) ω1
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 ω 
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 ω* . Обе амплитуды колебаний стали отрицательными (рис. 3.3.6.3.1, 3.3.6.3.2). Значит, колебания диска и стержня происходят в противофазе с возмущающим моментом, но по-прежнему находятся в одной фазе между собой. Из этого следует, что вынужденные колебания по форме продолжают совпадать с первой собственной формой. При увеличении частоты амплитуды падают. Причём здесь имеется частота  ω** (рис. 3.3.6.3.1), которой соответствует минимальное значение амплитуды |Q1|. Поскольку Q1  определяется формулами (3.3.6.2.2), (3.3.6.2.3), (3.3.6.2.4), определитель (3.3.6.2.3) должен быть минимальным. Найдём ω**, приравнивая производную  dΔω/dω2  к нулю
dΔ/dω2= -a11 (c22 - ω2  a22) –a22 (c11 - ω2  a11) = 0.

Отсюда имеем 
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=3525 c-1,    ω** = 59,37 c-1.

Такой частоте соответствует значение амплитуды 

Q1(ω**)=1240/[(4550- 3525) 
[image: image1355.wmf] 
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– 160000] = -0,006635 м = -6,635 мм.

Q2(ω*) = 0, так как имеет место явление антирезонанса (рис. 3.3.6.3.2).

      3) ω* 
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 ω 
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 ω2. Вторая амплитуда становится положительной в то время как первая остаётся отрицательной (рис. 3.3.6.3.1, 3.3.6.3.2). Значит, диск колеблется синфазно с действующим моментом, находясь в антифазе с колебаниями стержня. Из этого следует, что колебания системы происходят уже по второй собственной форме (3.3.5.2.2). Рост частоты сопровождается увеличением обеих амплитуд, которые становятся бесконечными при втором резонансе, т. е. при ω = ω2. 

       4) ω2 
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. После перехода колебаний через второй резонанс знаки амлитуд изменяются на противоположные, но при этом остаются разными (рис. 3.3.6.3.1, 3.3.6.3.2). Следовательно, колебания продолжают происходить по второй собственной форме. Но теперь уже стержень колеблется синфазно с вынуждающим моментом, а диск находится в антифазе с ним. Дальнейший рост частоты приводит сначала к резкому, а затем к медленному уменьшению обеих амплитуд. При больших значениях частоты  ω  амплитуды колебаний незначительны и даже асимптотически приближаются к нулю при 
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     При уменьшении частоты вынуждающего момента из области высоких частот до нуля происходит обратная смена явлений, описанных выше.
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�При изложении этого вопроса использованы материалы справочника [ 4 ]


� Существуют ещё вторая и третья смешанные задачи, о которых мы здесь не говорим.
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