
УСТОЙЧИВОСТЬ МНОГОПРОЛЁТНОГО СЖАТОГО СТЕРЖНЯ
I.Стержень на твёрдых опорах

Расчёты на устойчивость сжатых стержней в нетрадиционных случаях (переменное сечение, наличие упругого основания, промежуточных опор и т.д.) представляют значительные сложности, так как зачастую не удаётся найти критическую силу аналитическими методами. Тогда выход состоит в применении численных и других методов [1, 2]. В работе [3] с помощью численного метода конечных разностей для однопролётного стержня переменного сечения определены критические силы.

В данной работе используется реализуемый на компьютере графоаналитический метод, предложенный в статье [4] для определения критических сил сжатого стержня кусочно-постоянного сечения с промежуточными опорами в пролёте.
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Рассматривается многопролётный стержень (рис.1) с пролётами lj, имеющими разные модули Юнга Ej и моменты инерции сечений Ij, (j = 1, 2 … n). В продольном направлении действует осевая сжимающая сила Р. Далее задача состоит в том, чтобы найти спектры собственных значений Рk (критические силы), при которых происходит потеря устойчивости, и собственных форм. Точное решение такой задачи аналитическими методами удаётся находить лишь для некоторых простых частных случаев: количество пролётов n – небольшое, длины пролётов lj - одинаковые, стержень изготовлен из одного материала (Ej = const), поперечные сечения постоянны и одинаковы (Ij = const). Между тем имеется возможность решить проблему графоаналитическими способами с достижением высокой степени точности при использовании современных программных систем компьютерной техники.


При постановке задачи, указанной выше, изогнутая ось сжатого стержня при эйлеровой форме потери устойчивости описывается для каждого j-го пролёта обыкновенным дифференциальным уравнением четвёртого порядка
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                           (1)

где vj(xj) - функция прогибов; xj - локальные координаты j-го пролёта с началом, совпадающим с левым концом пролёта; верхние индексы соответствуют порядку дифференцирования. Разделим (1) на EjIj и получим
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Здесь введено обозначение 
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 Далее будем искать спектр собственных значений уравнения (2) Рi ,  i =1, 2, … при которых возможны нетривиальные решения
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Известно, что однородное уравнение (2) имеет общее решение [2]
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где Аj, Вj, Cj, Dj – произвольные постоянные интегрирования. Как можно заметить, их общее количество составляет 4n. Их значения должны удовлетворять граничным условиям на концах стержня и условиям сопряжения соседствующих пролётов.


Шарнирное опирание левого конца стержня приводит к равенствам


[image: image6.wmf]1

v(0)0,

=
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Условия сопряжения участков состоят в том, что слева и справа от опоры перемещения равны нулю, вследствие непрерывности стержня углы поворота сечений и изгибающие моменты равны между собой
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Шарнирное опирание правого конца даёт
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После подстановки (3) в (4) – (6) получим матрично-векторное уравнение

FA = 0,                                                           (7)
где вектор А образован произвольными постоянными интегрирования, а матрица F получается из процедуры подстановки и элементарных преобразований и является блочной по своей структуре
[image: image349.emf].
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Матрица F является квадратной порядка 4n, её элементы зависят от искомого значения Р, т.е. 
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 Отдельные блоки имеют вид
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Здесь введены обозначения

sj = sin kjli,         rj = cos kjlj,        
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Ненулевые значения элементов вектора А (хотя бы одного) возможны лишь в том случае, если определитель матрицы F равен нулю. Это требование приводит к трансцендентному уравнению
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Его решение аналитическими методами затруднительно и определяется в замкнутом виде лишь в некоторых простых случаях. Приближённое решение возможно численными и графическими способами. Использование численных методов приводит к громоздким компьютерным программам, необходимости отделения корней перед началом счёта, т. е. к необходимости указания области расположения начальных приближённых значений Р и подобным неудобствам. Этих недостатков лишён графический метод, основанный на возможности быстрой визуализации графика левой части с помощью современных компьютерных программных сред высокого уровня (MatLab, MathCad и т.д.). С этой целью в координатной системе 
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 строится соответствующая кривая. Точки пересечения ею оси Р и определяют значения критических сил. При этом возможность увеличения избранных фрагментов рисунка легко позволяет достигать высокой степени точности, что принципиально отличает компьютерный графический способ от обычно применяемого ручного способа, обладающего невысокой точностью.


Далее необходимо определять собственные формы потери устойчивости стержня, соответствующие найденным собственным значениям. Для этого требуются коэффициенты  Аj, Вj, Cj, Dj, j = 1, 2, … , n  функции (3). Их вычисление возможно только с точностью до постоянного сомножителя, так как определитель матрицы коэффициентов системы уравнений (7) равен нулю. Сказанное позволяет для отыскания некоторого частного решения приравнять один из коэффициентов произвольно взятому числу (например, A1 = 1) и затем остальные находить как решение системы уравнений (7). При этом одно из уравнений становится лишним. Его целесообразно использовать для проверки правильности найденных коэффициентов.

Пример 1. Возьмём для проведения вычислений трёхпролётный однородный стальной стержень круглого поперечного сечения с параметрами

n = 3,          E = { E0,    E0,    E0} = { 200;    200;    200 } ГПа,         d = 10 мм,     
I = { I0,   I0,   I0} = { 490,9;    490,9;    490,9 } мм4,       l = { l0,    l0,    l0} = { 1;   1;   1 } м.

Решение для такого стержня может послужить в качестве теста, так как часть его критических силы определяется по известной формуле для однопролётного стержня
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      k = 1,   2,…                                             (9)
	k
	Pk, H

	
	По (9)
	Графическим способом

	1
	968,95
	968,96

	2
	3875,78
	3875,78

	3
	8720,52
	8720,52


Для первых трёх значений проведены вычисления по формуле (9) и графоаналитическим способом, результаты которых представлены в таблице. На рис. 2 показан первоначальный график  Р - det (F), выданный на монитор компьютера системой MatLab. Видно, что кривая пересекает горизонтальную ось в точках (отмечены на рисунке), совпадающих с указанными в таблице. Кроме того, интересно заметить, что точек пересечения значительно больше, чем предполагается формулой (9). Это означает, что спектры собственных значений и форм у многопролётных стрежней намного плотнее, чем у однопролётных. В частности, рис. 2 даёт ещё дополнительно четыре точки для критических сил
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Рk ={1460,26;   2589,93,   5178,85;   6580,27} Н.
Увеличение фрагментов рисунка (это делается легко путём простого нажатия клавиши), включающих эти точки, приводит к возможности чтения значений, приведённых в качестве критических. Сравнение результатов показывает высокую точность значений, полученных графическим способом.
Для демонстрации возможностей предлагаемого алгоритма проведены вычисления при тех же данных, но для стержня c неодинаковыми пролётами и поперечными сечениями 
l = {1;     3;     2} м,         I = (I0,     4I0,     0,9I0).
Получены три первых значения критической силы

Рk = {335,91;       642,27;      1172,46} Н.

Расчёты по определению соответствующих собственных форм дали кривые линии, изображённые на рис. 3. Здесь Х – глобальные координаты с началом на левом конце стержня, номера кривых совпадают с номерами критических сил. По вертикали отложены ординаты нормированной собственной формы 
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Видно, что в некоторых формах потери устойчивости многоопорных стержней одновременно сочетаются одна-две формы потери устойчивости однопролётных стержней.
II.Стержень на гибких опорах

[image: image352.png]Puc. 5



Возьмём тот же стержень, но с гибкими упругими опорами по концам пролётов с коэффициентами жёсткости на сжатие 
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 и на закручивание 
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(рис. 4). Основное уравнение (2) и его общее решение (3) остаются в силе. Изменения претерпят граничные условия (4), (6) и условия сопряжения соседствующих пролётов (5). 

На левом конце 
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Условия сопряжения участков
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На правом конце 
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Подстановка (3) в (10) – (12) даёт матрично–векторное уравнение (7), но уже с изменившимися блоками матрицы F
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Пример 2. Возьмём трёхпролётный стальной стержень с одинаковыми пролётами и поперечными сечениями, рассмотренный в примере 1. Примем коэффициенты жёсткости упругих опор в виде векторов
c = 
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Такие численные значения коэффициентов c и d имитируют твёрдое шарнирное опирание концов стержня со свободным проворачиванием и упругие промежуточные опоры.
Расчёты дают, что три первые значения критической силы имеют значения
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Сравнение с предыдущими величинами при твёрдых опорах показывает их некоторое снижение, чего и следовало ожидать. Введение упругих опор вместо абсолютно жёстких привело к уменьшению общей жёсткости конструкции и, как следствие, к снижению критических сил.

Соответствующие собственные формы показаны на рис. 5. Видно, что опоры имеют заметные отклонения при потерях устойчивости по второй и третьей формах. Первая критическая сила и собственная форма [image: image353.png]


совпадают с третьими собственными элементами однопролётного классического стержня с шарнирно закреплёнными концами. Тогда в форме потери устойчивости однопролётного стержня точки промежуточных опор данного трёхпролётного стержня являются неподвижными, что и подтверждает график 1 рис. 5.

Примеры 1 и 2 показывают простоту и эффективность использования графоаналитического метода в решении сравнительно сложных проблем на собственные значения. Сравнение некоторых полученных результатов с известными результатами классических задач одновременно подтверждает достоверность проведённых здесь теоретических построений и компьютерных экспериментов.
ПОТЕРЯ УСТОЙЧИВОСТИ  СТУПЕНЧАТОГО СТЕРЖНЯ 

ПРИ КОМБИНИРОВАННОМ НАГРУЖЕНИИ

Барагунова Л.А.
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Вопрос об устойчивости прямолинейных стрежней уже имеет обширную библиографию [1, 2]. Однако определение критических нагрузок продолжает вызывать интерес в нетрадиционных случаях: стержни переменного сечения, комбинированные нагрузки, опирание во множестве точек, сочетание сжимающих и растягивающих сил, и т.д. [3, 4]. Рассмотрим случай двухступенчатого стержня, сжимаемого силами F1 и F2 (рис.1). Результаты, полученные ниже с помощью такой модели, легко обобщаются на многоступенчатые стержни. Пока силы малы, прямолинейная ось стержня находится в состоянии устойчивого равновесия, что подтверждается известной теоремой Лагранжа-Дирихле. При росте нагрузок и достижении ими некоторых критических значений F1кр, F2кр происходит потеря устойчивости, т. е.  прямолинейная форма равновесия становится неустойчивой, совершается переход к криволинейной устойчивой форме. Критические силы представляются множеством, но с практической точки зрения интерес представляют их наименьшие значения. 

Критические силы для ступенчатого стержня определяются аналитическими способами с большими затруднениями из сложных интегро-дифференциальных уравнений приближёнными методами [5, 6]. Между тем имеется возможность более простого решения данной проблемы. 

Обозначим прогиб в поперечном направлении после потери устойчивости 
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- локальные координаты с началами в точках 
[image: image47.wmf]2

1

O

,

O

. Как известно, изогнутая ось стержня описывается  дифференциальным уравнением
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где j – номер участка,  Nj – продольная сжимающая сила, 
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- жёсткость стержня на изгиб. Разделим уравнения на Gj,  введём обозначения 
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Продифференцируем его дважды, чтобы оно могло удовлетворять  разнообразным граничным условиям. Тогда получим:
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Здесь и далее римская цифра и штрихи соответствуют дифференцированию по пространственной координате. Эта система имеет общее решение
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где Аj , Вj , Сj , Dj  – произвольные постоянные интегрирования. Они должны удовлетворять граничным условиям и условиям сопряжения участков.

1) На левом конце (х1 = 0):
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2) На правом конце (х2 = l2):
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К граничным условиям добавляются условия сопряжения первого и второго участков (х1 = l1,   х2 = 0):
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Условия (5) с учётом (4) дают, что 
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. Остальные постоянные интегрирования в силу (4), (5), (7) должны удовлетворять системе однородных алгебраических линейных уравнений относительно вектора
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где введены обозначения 
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Здесь нулевые элементы матрицы не указаны. Система уравнений (8) имеет тривиальные решения 
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, соответствующие прямолинейной форме равновесия. Интерес представляют  ненулевые решения, которые могут быть при критических значениях сил 
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. Они возможны лишь в том случае, если определитель матрицы коэффициентов уравнения (8) равен нулю, т.е.
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Уравнение (9) является трансцендентным относительно неизвестных 
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Алгоритм вычисления критических сил состоит в следующем. Значение одной из критических сил 
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 принимается известной (задаётся). Тогда уравнение (9) содержит только одно неизвестное 
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График функции в левой части уравнения можно вывести на экран монитора, поскольку определители матриц легко вычисляются стандартными подпрограммами математического обеспечения ЭВМ. Точки пересечения этим графиком оси  
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 и являются корнями уравнения (10), т.е. критическими значениями 
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 которые легко и с высокой точностью визуально считываются. Ниже  приведён пример такого определения коэффициента для критической силы (рис. 2,  η = 1,6084).

Достоверность  получаемых по такому алгоритму результатов можно проверить по справочным данным для двухступенчатых стержней, приведённым в [5, 6].  С этой целью проведена серия вычислений по определению коэффициента 
[image: image77.wmf]h



 EMBED Equation.3  [image: image78.wmf]в формуле [5]
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Результаты счёта сведены в таблицу. Видно, что разница в коэффициентах 
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 незначительная, что подтверждает высокую эффективность предлагаемого способа.
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Для примера рассмотрим стальной стержень круглого сечения, нагруженный двумя сосредоточенными силами, при значениях параметров: 
[image: image84.wmf].
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 Здесь 
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Изучена функциональная зависимость между критическими значениями сил F1 = f(F2). По результатам вычислений построен график (рис. 3). Как и следовало ожидать, увеличение силы F2 влечёт уменьшение силы F1.

Резюмируя, можно отметить, что получен сравнительно простой и универсальный способ определения критических сил, основанный на возможностях современной вычислительной техники.

УСТОЙЧИВОСТЬ СЖАТОГО СТЕРЖНЯ. СИЛА В ПРОЛЁТЕ

……………………………………………………………………………………
ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ
Определение критической силы сжатого стержня 

методом конечных разностей.

Потеря устойчивости прямолинейной формы равновесия центрально сжатого прямого стержня называется продольным изгибом; это наиболее простая и в то же время одна из наиболее важных инженерных задач, связанных с проблемой устойчивости.

Рассмотрим прямой стержень с шарнирно закрепленными концами, нагруженный на конце центрально приложенной сжимающей нагрузкой F.
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Наименьшее значение центрально приложенной сжимающей силы F, при котором прямолинейная форма равновесия стержня становится неустойчивой, называется критической силой.

По методу Эйлера критическая сила определяется формулой [1]:
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с традиционными обозначениями.

Метод Эйлера дает возможность нахождения критической силы, лишь в стержнях постоянного сечения. Однако для стержней с непостоянными  геометрическими характеристиками (переменного сечения) этот метод становится непригодным. 

Для такого случая можно пользоваться численными  методами, например, методом конечных разностей [2]. Тогда стержень разбивается на множество участков, и функция изогнутой оси стержня заменяется сеточной функцией.

Геометрические характеристики  стержня будут переменными по длине, в частности, момент инерции, представляется некоторой функцией от х:
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Дифференциальное уравнение послекритического  состояния стержня имеет вид:
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Здесь изгибающий момент равен
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где v(x) – функция отклонений после потери устойчивости. Подстановка (3) в (2) дает:
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Функцию v можно представить как зависимость v от х:
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Вторую производную функции v(x), заменим конечноразностным соотношением:
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Приняв во внимание формулы (5) и (6), преобразуем (4) к следующему виду:
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где 
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Граничные условиями примем для случая шарнирного опирания концов 


[image: image100.wmf].

0

n

y

;

0

0

y

=

=


Введем следующие обозначения:
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Учитывая данное обозначение, перепишем уравнение (8):
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Получено уравнение со множеством решений. Однако, чаще всего, актуальными являются лишь первые 2-3 значения критической силы. Для их нахождения данное уравнение представляется в виде:
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                                 (9)

Уравнение (9) является однородной системой линейных алгебраических уравнений. Известно, что ненулевые решения такой системы (т.е. отклоненное положение стержня) возможно лишь при условии, что
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Элементы матрицы В содержат продольную силу F. Те её значения, которые удовлетворяют (10) и будут критическими значениями. Решение алгебраического уравнения (10) высокого порядка проводится графическим методом с помощью графиков 
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, выводимых на экран монитора.

Для проверки работы данного метода, рассмотрен, численный пример. Допустим, имеется стержень круглого переменного сечения с диаметром 
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шарнирно закрепленный по концам. Под действием критической силы F стержень начинает изгибаться. Необходимо определить критическое значение силы F. Длина стержня 1 м, модуль упругости 
[image: image108.wmf].
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Программа, составленная в среде MATLAB, выдала результат в виде рисунка 2:  
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Значение критической силы есть абсцисса точки пересечения графика с нулевой линией. Инструменты используемой системы позволяют читать эти значения с высокой степенью точности, которые в данной задаче равны:
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Работа данного алгоритма и соответствующей компьютерной программы предварительно протестирована по известной задаче о критических силах стержня постоянного сечения. Результаты, полученные по предлагаемой методике и с помощью точных формул, совпадают с высокой степенью точности. Это позволяет утверждать, что метод конечных разностей можно применять для решения сложных задач не прибегая к аналитическим методам.   
О СТРУКТУРИРОВАНИИ ПРОСТРАНСТВА ПАРАМЕТРОВ СЖАТО-РАСТЯНУТОГО СТЕРЖНЯ ПО МЕХАНИЧЕСКОМУ СОСТОЯНИЮ

Х.П. Культербаев 

Кабардино-Балкарский государственный университет

Рассматривается прямолинейный стержень переменного сечения при комбинированном осевом нагружении. В m–мерном евклидовом пространстве параметров проводится структурирование, соответствующее множеству возможных механических состояний. Предложен алгоритм численного метода решения проблемы собственных значений и функций дифференциального уравнения продольного изгиба стержня.
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Задачи на изучение прочности и устойчивости прямолинейных стержней, нагруженных осевыми продольными силами, стали уже классическими и к настоящему времени уже имеют обширную библиографию. Напряжённо-деформированное состояние сжато-растянутых стержней в большинстве случаев устанавливается сравнительно легко, что позволяет успешно ответить и на вопросы прочности и жёсткости конструкции. Более сложной является проблема устойчивости, так как определение критических нагрузок для сжатых стержней при этом сопряжено со значительными трудностями, особенно, в нетрадиционных случаях: стержни переменного сечения, неравномерно распределённая нагрузка, сочетание различных нагрузок и т. д. Отыскание собственных значений и форм в таких задачах точными аналитическими методами возможно лишь в простейших частных случаях. Выход из такого затруднения состоит в использовании численных методов [1-4] и современных программных компьютерных средств. 

Рассмотрим однородный стержень переменного сечения, находящийся под действием переменной распределённой нагрузки q(x) и системы сосредоточенных сил Fi
 (рис. 1), действующих вдоль оси. Внешние нагрузки считаются «мёртвыми», т. е. при деформировании стержня они не изменяются ни по величине, ни по направлению. Функции изменения переменной площади поперечного сечения A(x), переменной жёсткости EJ(x) и распределённой нагрузки q(х) будем считать заданными. В описание такой системы включены разнообразные физико-механические и геометрические константы самой конструкции, материала и внешних воздействий. В совокупности они образуют евклидово арифметическое m-мерное пространство параметров Em или подпространство такового с точками или векторами p(p1, p2, …, pm). Реальные значения параметров в силу естественных причин ограничены сверху и снизу

pjн ≤  pj ≤ pjк,    j = 1, 2, …, m, 

так что поведение конструкции следует изучать в подпространстве, представляющем параллелепипед (гиперпараллелепипед)

Gm 
[image: image110.wmf]Ì

 Em,      Gm = {pj | pjн ≤  pj ≤ pjк,  j = 1, 2, …, m}.

Для сравнительно простого двухмерного случая, представимого наглядно, такой параллелепипед показан на рис. 2. 

В зависимости от положения точки р в пространстве рассматриваемый стержень и его материал могут пребывать в различных механических состояниях: упругом или пластическом (точнее упруго-пластическом), в прямолинейной или искривлённой формах равновесия. Если материал стержня является хрупким, вместо пластического состояния будет состояние разрушения. При этом имеют место их разнообразные сочетания, зависящие от совокупности параметров. Для дальнейших обсуждений целесообразно избрать нулевые значения параметров соответствующими упругому состоянию материала и прямолинейной форме равновесия стержня. Простой параллельный перенос координатных осей вместе с их началом обеспечивает выполнение этого требования, что будет учитываться ниже. Будем полагать, что верхние значения параметров принадлежат уже другому изменившемуся механическому состоянию системы. В таком случае из параллелепипеда Gm выделяется некоторая часть Qm (на рис. 2 представлен Q2), которую будем называть областью допустимых состояний. Определение её границы Г, являющейся некоторой гиперповерхностью в пространстве параметров, представляет важнейшую задачу, так как далее с её помощью можно будет отвечать на вопросы о прочности, устойчивости, коэффициентах запаса, надёжности и т. д. При возрастании параметров точки границы Г соответствуют некоторому их предельному значению, при котором происходит переход от одного механического состояния к другому. 
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Алгоритм численного определения границы области допустимых состояний будет следующим. В пространстве параметров Em вводится декартовая система координат 0p1p2…pm. Начало координат (0, 0,…,0) и его ближайшая окрестность заведомо принадлежат области допустимых состояний Qm, т.е. материал находится в упругом состоянии, а сам стержень занимает прямолинейную форму равновесия. 

Из начала координат проводим луч, описываемый уравнениями в параметрическом виде

p = 
[image: image111.wmf]l

e,                                                       (1)

где 
[image: image112.wmf]l

 - изменяемая величина, e(e1, e2, …, em) – единичный вектор, компонентами которого являются направляющие косинусы прямой, причём, как известно,
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При движении вдоль этого луча, т.е. придании 
[image: image114.wmf]l

 увеличивающихся значений с малым шагом 
[image: image115.wmf]Dl

, произойдёт смена механического состояния, возможными причинами чего могут стать две:

1) Достижение нормальными напряжениями в одном их поперечных сечений предела текучести материала 
[image: image116.wmf]s

Ò

 и переход последнего из упругого состояния в пластическое. При этом искомый вектор p 
[image: image117.wmf]Î

Г определяется из уравнения
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(0,  l)}.                                       (2)

Алгоритм вычислений при этом может быть следующим. При движении вдоль луча (1) с малым шагом проверяется знак выражения в левой части (2). Смена знака соответствует пересечению границы области допустимых состояний. В таком случае по линейной интерполяции между двумя соседними  значениями λ устанавливается положение точки D (рис. 2), или иначе, вычисляется λD .

2) Достижение параметрами системы таких критических значений, при которых исходная прямолинейная форма равновесия становится неустойчивой и появляются смежные устойчивые искривлённые формы равновесия, т.е. происходят потеря устойчивости и ветвление решений описывающих уравнений. Сосредоточимся теперь на отыскании точки D по такому критерию.

В задаче о потере устойчивости прямолинейной формы равновесия примем, что продольный изгиб стержня описывается классической теорией с применением гипотезы Бернулли, а критические силы определяются из задачи Эйлера при соответствующих допущениях. Тогда изогнутая ось стержня после бифуркации описывается с помощью линейного обыкновенного дифференциального уравнения и в традиционных обозначениях имеет вид
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B(x)v(x)=M(x)

,      x 
[image: image121.wmf]Î

L,                                            (3)

где введено обозначение для переменной жёсткости на изгиб

B(x) = EJ(x).

Изгибающий момент в правой части уравнения (3) определяется из условия равновесия левой части стержня, отсечённой координатой x (рис. 3)
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При учёте (4) уравнение (3) становится интегро-дифференциальным
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 EMBED Equation.3  [image: image124.wmf](
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Для его решения к нему необходимо присоединять граничные условия, которые могут быть самыми разнообразными в зависи-мости от типа опор. Учёт их работы для обычных случаев влечёт появление четырёх дополнительных условий к уравнению (5) и, следовательно, увеличение порядка производных до четырёх. Тогда целесообразно перейти к дифференциальному уравнению соответствующего порядка. Такой результат достигается после двукратного дифференцирования по переменной x уравнения (5), в результате чего оно примет вид
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 EMBED Equation.3  [image: image127.wmf]¢¢¢¢¢¢¢

[B(x)v(x)]+N(x)v(x)+q(x)v(x)=0,

        x 
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где введено обозначение для продольной сжимающей силы


[image: image129.wmf](

ξ)ξ�

å

ò

x

k

N(x)=F+qd

j

j=1

0

.

Уравнение (6) имеет очевидное тривиальное решение 
[image: image130.wmf]º

v(x)0

, что соответствует прямолинейному равновесному положению стержня, т.е. обычному простому сжатию. Такой случай не является предметом интереса данного исследования. Поэтому далее задача будет состоять в том, чтобы найти такой вектор p, которому могут соответствовать ненулевые решения, т.е. искривлённые положения равновесия. 

Определение границы между областями устойчивости и неустойчивости (иначе вычисление собственных значений и функций дифференциального уравнения (6)) аналитическими методами возможно лишь в простейших задачах, где, например, В(х) = const, q(x) = const, отсутствуют сочетания нагрузок, и они хорошо изучены. Решение более сложных задач таким способом сопряжено со значительными математическими трудностями или во многих случаях невозможно. Выход из такого затруднения состоит в использовании численных методов. Поэтому далее воспользуемся методом конечных разностей и разобьём длину стержня на n одинаковых отрезков с шагом  h = l/n, c номерами узловых точек i = 1, 2,…, n, n + 1.

Вместо непрерывной функции непрерывного аргумента v(x) введём сеточную функцию 
[image: image131.wmf]»
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. Тогда производные в уравнении (6) можно представлять приближённо в виде конечноразностных соотношений 
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,

в силу чего оно примет вид


[image: image133.wmf]i,i-2i-2i,i-1i-1i,iii,i+1i+1i,i+2i+2

cy+cy+cy+cy+cy=0,i=3,4,...,n-1.

                       (7)

При этом к левой части (6) процедура замены второй производной конечноразностным соотношением применена дважды. Коэффициенты уравнения имеют значения
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 EMBED Equation.3  [image: image135.wmf]23

c=-2(B+B)+Nh+qh/2,c=B,i=3,4,...,n-1.
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Здесь

Ni = N(xi),                  qi = q(xi).


Система уравнений (7) недоопределённая, её матрица коэффициентов пока является прямоугольной размерности 
[image: image136.wmf](n-3)

×(n+1)

. Недостающие четыре уравнения могут быть найдены лишь из граничных условий, в силу чего их необходимо конкретизировать. 

Пусть оба конца стержня будут шарнирно неподвижно опертыми. Тогда на левом конце (х = 0):

Прогиб равен нулю, т.е. 

y1 = 0.                                                                (8)

Изгибающий момент равен нулю. Поэтому
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На правом конце (х = l) аналогично:
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Уравнения (7), (8), (9), (10), (11) образуют алгебраическую систему


[image: image140.wmf]Cy=0,

                                                        (12)

где y = {y1,  y2, …,  yn+1} – вектор, компонентами которого являются отклонения стержня, С-квадратная матрица размерности  
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Нулевые элементы матрицы здесь не выписаны.

Критические значения λ, а через неё и вектор p, т.е. координаты поверхности Г определяются из уравнения


[image: image143.wmf]l

det[C()]=0,

                                                       (13)

которое является условием существования нетривиального решения уравнения (12). Алгоритм определения границы Г по второй вышеупомянутой причине, т. е. по потере устойчивости будет таким же, как и по первой, но вместо уравнения (2) будет применяться (13). 

Точке D 
[image: image144.wmf]Î

 Г соответствует меньшее из значений 

λD = min(λ1,  λ2),

найденных двумя способами. Такая процедура повторяется многократно по множеству векторов e, имея в виду последующее построение предельной поверхности Г по результатам вычислений.
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Пример. Рассмотрим стальной стержень (рис. 4), опертый шарнирно неподвижно по концам, имеющий круглое поперечное сечение с переменным диаметром

d = 0,015 + 0,01 sin(πx/l),
при прочих исходных данных

m = 2,       l = 1 м,       Е = 200 ГПа,        q(х) = -4q1 (x2/l – x)/l.

s1 = 0,4 м,       n = 100,       σT = 370 МПа,        p1= F1,        p2 = q1.
Пространство параметров представляет плоскость с системой координатных осей 0p1p2. Проведённые вычисления дали результаты, представленные на рис. 5. 
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Анализ рисунка обнаруживает следующее. Область допустимых состояний Q2 представляет собой замкнутую почти выпуклую фигуру, вытянутую в северо-западном направле-нии. Причина последнего факта в том, точки, принадле-жащие второй и четвёртой квадрантам, соответствуют нагрузкам, противоположным по направлению. При таком их сочетании для наступления предельных состояний требуются сравнительно бóльшие значения сил, чем в других квадрантах, где нагрузки сонаправлены.

Граница Г области Q2 разбивается на характерные участки, состыкованные в точках 1, 2, 3, 4, и соответствующие двум критериям смены механических состояний. Точки участков 1-2, 3-4 получены из уравнения (2) и соответствуют переходу из упругого состояния в пластическое. Точки участков 4-1, 2-3 получены из уравнения (13) и соответствуют переходу из упругой прямолинейной формы равновесия в упругую, но уже криволинейную форму равновесия. По координатам точек, принадлежащих данным участкам, можно легко определить те значения нагрузок, которые традиционно называются критическими.

Область Q2 разбивается лучами 0-1, 0-2, 0-3, 0-4 на характерные секторы I, II, III, IV. В каждом из них возрастанию сферической нормы вектора p отвечает своя характерная смена механических состояний. Рост сферической нормы 
[image: image145.wmf]p

 в секторах I и III при пересечении поверхности Г влечёт смену упругого состояния и прямолинейной формы равновесия на пластическое состояние материала с сохранением прямолинейности стержня. То же самое первоначальное состояние в секторах II и IV при возрастании нормы приводит к переходу на криволинейную форму равновесия при упругой работе материала.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРИТИЧЕСКОЙ СИЛЫ СЖАТОГО
СТЕРЖНЯ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ
Уравнения изогнутой оси балки переменного сечения
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Дифференцируя (1) с учётом (2), имеем
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Обозначим
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(3) принимает  вид
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Уравнение (4) имеет очевидное тривиальное решения


[image: image150.wmf],

0

)

x

(

y

=

          
[image: image151.wmf]],

,

o

[

x

l

Î


которое соответствует прямолинейному равновесному состоянию стержня. Такое состояние является устойчивым и фактически  реализуется  при значениях силы, не равных критическим 
[image: image152.wmf]к

N
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      Между тем, такая задача может быть решена на ЭВМ без больших трудностей методом конечных разностей с практически приемлемой точностью. 

Разобъём длину стержня на отрезки с одинаковым шагом 
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 заменим в  (4) производные конечноразностными соотношениями (метод конечных разностей)
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Введём обозначение 
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и перепишем уравнение       
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Уравнения типа (5) можно выписать для всех узловых точек по длине стержня для i = 0,   1, … n-1,   n. При их составлении появляются дополнительные неизвестные y-2,  y-1,  yn+1,  yn+2 . Их удается исключить из рассмотрения с помощью граничных условий или их можно включать в число неизвестных дополняя уравнения (5) разностными уравнениями, получающимися из граничных условий.
        Рассмотрим  наиболее характерные случаи опорных закреплений на примерах.

1. Шарнирное опирание. Уравнения(5) составляются для узлов i =1,  2, … Значит, в первое них войдёт  y-1, от  которого надо избавиться. Граничные условия имеют вид: 
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Значит  
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 Переходя к конечным разностям, имеем
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2. Защемление.  Уравнение (5) составляются для тех же точек . Из граничных условий.

          
[image: image162.wmf],

0

)

0

(

y

)

1

=

     и       
[image: image163.wmf]0

)

0

(

y

=

¢


легко  находим 
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3. Свободный  край. Уравнение  (5) составляются для узлов  
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    В первое и второе из них войдут   
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 которые надо исключить из рассмотрения.

 Используем граничные условия
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Переходя  к  конечным  разностям, имеем 
[image: image367.png]
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Сократим на 2h и запишем
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При   i = 0  уравнение  (5)  запишется в виде
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или
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Подставим сюда  (7) и получим
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Подставим (6) и исключим у-1
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EMBED Equation.3[image: image179.wmf])
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При  i =1 имеем
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или
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EMBED Equation.3[image: image184.wmf])
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                   (9)

        Рассмотрим некоторые простейшие задачи при грубой разбивке сетки, позволяющей получить результаты при ручном счете.

        Пример  1. Для сравнения результатов, полученных численным и аналитическим методами, возьмем стержень постоянного сечения a = const. Тогда
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     i = 0,1,2,3.
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Составим уравнение типа (5) при i =1,2.
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  (11)

Учтем в них соотношения, вытекающие из граничных условий
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Обозначим
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Тогда уравнения  (10), (11)  примут вид
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или в векторно - матричной форме 
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Как известно, решение (
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) системы  (12)  будет существовать при условии 
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Для данной задачи
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Раскрывая определитель, получим квадратное уравнение
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корни, которого     
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Отсюда значениями критической силы будут
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Выпишем для сравнения точные аналитические значения
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EMBED Equation.3[image: image204.wmf]2
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Таким образом, разница между наименьшими критическими силами, имеющими наибольший практический интерес в решении вопросов прочности, незначительна, даже при таком грубом счете. При более детальной разбивке длины стержня следует ожидать результатов, более близких к истинным значениям. Это позволяет уверенно перейти к расчётам стержней переменного сечения с помощью метода конечных разностей. 
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Пример 2. Пусть 
[image: image205.wmf]const
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. Используем уравнения (8) , (9),учитывающие условия на левом крае.
На правом крае условия защемления дают
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Можно показать, что задача сводится опять к  проблеме собственных значений уравнения  (12), которое имеет вид
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Составляем соответствующее характеристическое уравнение
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Отсюда         
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И далее                  
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Точные значения
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Даже при таком крупном шаге сетки получены вполне приемлемые результаты для наименьшей критической силы.

       Полученные результаты и рассмотренные примеры позволяют сделать вывод, что задача определения критической силы сжатого стержня методом конечных разностей сводится к так называемой обобщенной проблеме собственных значений 
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где  А - пятидиагональная ленточная матрица.

Компьютерные варианты задачи
В уравнении (5) перейдем к безразмерным величинам
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Тогда                   
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и вместо (5)  будет
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 (13)
Количество уравнений в такой системе на 4 меньше чем неизвестных 
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  -входят!). Кроме того необходимо избавляться в уравнениях 

от неопределенных величин типа 
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 и т. д. В качестве уравнений, дополняющих (13) будем привлекать граничные условия.

        Рассмотрим  подробно  шарнирные  отпирания  концов. 
1) На левом к конце. 

Ранее найдено, что        
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Уравнения (13) составим для 
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 не составляем, так в него войдут 
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2) На правом конце            
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Составляем уравнения (13) для узлов         
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Уравнение (13) составляется для        
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Вообще, уравнения составляются при              
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Контрольный пример

Стержень постоянного сечения                  
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Значение, найденное компьютером
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Нужно проверить последовательность:
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ОБ ОБЛАСТЯХ НЕУСТОЙЧИВОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ ПАРАМЕТРОВ СЖАТОГО СТЕРЖНЯ ПРИ КОМБИНИРОВАННОМ НАГРУЖЕНИИ

Культербаев Х.П., Чеченов Т.Ю.

Рассматривается прямолинейный стержень переменного сечения, нагруженный сосредоточенной силой и распределенной нагрузкой. В m–мерном евклидовом пространстве параметров Еm определяется граница областей устойчивости и неустойчивости с помощью метода конечных разностей. 
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Изучение устойчивости деформируемых систем начато давно и к настоящему времени уже имеет обширную библиографию [1, 2]. Определение критических нагрузок для сжатых стержней при этом сопряжено со значительными трудностями, особенно, в нетрадиционных случаях: стержни переменного сечения, неравномерно распределённая нагрузка, сочетание различных нагрузок и т. д. Решение задач на собственные значения существенно упрощается при использовании численных методов и современных программных компьютерных средств [3].

Рассмотрим вертикально стоящую колонну переменного сечения, находящуюся под действием переменной распределённой нагрузки и несущую сосредоточенный груз F (водонапорная башня, обзорная вышка, телевизионная башня и т.д.). Функции изменения переменной жёсткости EJ(x) и распределённой нагрузки р(х) будем считать заданными.

Примем, что изгиб балки описывается классической теорий с применением гипотезы Бернулли, а критические силы определяются из задачи Эйлера при соответствующих допущениях. Тогда изогнутая ось балки описывается с помощью линейного обыкновенного дифференциального уравнения и в традиционных обозначениях имеет вид
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Изгибающий момент в правой части определяется из условия равновесия верхней части, отсечённой координатой x
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При учёте (2) уравнение (1) становится интегро-дифференциальным
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 EMBED Equation.3  [image: image280.wmf]ò
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где введено обозначение для переменной жесткости на изгиб

B(x) = EJ(x).

Чтобы обеспечить учёт разнообразных граничных условий, могущих иметь место в такой задаче целесообразно перейти к дифференциальному уравнению более высокого порядка. Такой результат достигается после двукратного дифференцирования по переменной x уравнения (3), в результате чего оно примет вид
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 EMBED Equation.3  [image: image282.wmf])

x

(

v

)

x

(

p

)

x

(

v

)

x

(

N

]

)

x

(

v

)

x

(

B

[

¢

-

¢

¢

-

=

¢

¢

¢

¢

,                              (4)

в котором обозначена продольная сжимающая сила
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Уравнение (4) имеет очевидное тривиальное решение 
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, что соответствует прямолинейному равновесному вертикальному положению стержня, т.е. обычному простому сжатию. Такое решение не является предметом интереса данного исследования. Поэтому далее задача будет состоять в том, чтобы найти такие нагрузки F и p(x), которым могут соответствовать ненулевые решения, т.е. искривлённые положения равновесия. Примем, что функция p(x) определяется через m-1 параметров 
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Вместе с  параметром сосредоточенной силы аm = F они образуют m-мерное евклидово пространство Em, которое делится на два подпространства, соответствующие устойчивым или неустойчивым прямолинейным равновесным положениям. Множество точек, принадлежащих граничной линии этих подпространств будет определяться собственными значениями уравнения (4).

Отделение областей устойчивости (неустойчивости) аналитическими методами возможно лишь в простейших задачах, где В(х) = const, p(x) = const, m = 1, 2, и они хорошо изучены. Решение более сложных задач таким способом сопряжено со значительными математическими трудностями или во многих случаях невозможно. Поэтому далее воспользуемся методом конечных разностей и разобьём длину стержня на n одинаковых отрезков с шагом  h = 1/n, c номерами узловых точек i = 1, 2,…, n-1, n, n + 1.

Введём сеточную функцию 
[image: image286.wmf]iii
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. Тогда производные в уравнении (4) можно представлять приближённо в виде конечноразностных соотношений 


[image: image287.wmf]2

1

i

i

1

i

1

i

1

i

h

/

)

y

y

2

y

(

v

,

h

2

/

)

y

y

(

v

+

+

-

+

+

-

=

¢

¢

-

=

¢

,

в силу чего оно примет вид


[image: image288.wmf].

n

...,

,

4

,

3

i

,

0

y

c

y

c

y

c

y

c

y

c

2

i

2

i

,

i

1

i

1

i

,

i

i

i

,

i

1

i

1

i

,

i

2

i

2

i

,

i

=

=

+

+

+

+

+

+

+

+

-

-

-

-

        (5)

При этом к левой части (4) процедура замены второй производной конечноразностным соотношением применена дважды. Коэффициенты уравнения имеют значения
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 EMBED Equation.3  [image: image290.wmf].
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Система уравнений (5) недоопределённая, её матрица коэффициентов является прямоугольной размера 
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, в силу чего содержит лишние неизвестные: 
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 Для их исключения получим дополнительные уравнения с помощью граничных условий.

Верхний конец (х = 0) свободен, и к нему приложена сила F.

1)Изгибающий момент равен нулю. Поэтому


[image: image293.wmf])

7

(

y

y

2

y

0

y

y

2

y

0

h

y

y

2

y

)

0

(

v

0

)

0

(

v

)

0

(

B

0

)

0

(

M

2

1

0

2

1

0

2

2

1

0

-

=

Þ

=

+

-

Þ

Þ

=

+

-

=

¢

¢

Þ

=

¢

¢

Þ

=


2)Поперечная сила определяется с помощью функции прогибов
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и из рис. 2 с учётом малости угла поворота концевого сечения
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Приравнивая правые части (8) и (9), получим
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Конечноразностная аппроксимация производных после исключения 
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 с помощью (7) даёт уравнение
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где
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Нижний конец (х = l) защемлён, поэтому перемещение и угол поворота равны нулю

3) 
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При i = 2 уравнение (5) содержит прогиб y0, находящийся за пределами стержня. Заменим его с помощью (7) и получим
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В двух последних уравнениях системы (5) учтём (11), (12) и исключим yn+1 и yn+2. Тогда они примут вид
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причём
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остальные коэффициенты определяются по формулам (6).

Уравнения (5), (10), (13), (14), (15) образуют алгебраическую систему
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где y = {y1,  y2, …,  yn} – вектор, компонентами которого являются отклонения стержня, С-квадратная матрица размером 
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Нулевые элементы матрицы здесь не выписаны.

Критические значения параметров, т.е. координаты границы подпространства устойчивости определяются из уравнения
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которое является условием существования нетривиального решения уравнения (16).

Алгоритм определения границы области устойчивости будет следующим. В пространстве параметров (а1, а2,…, аm) вводится декартовая система координат с одноимёнными осями 0а1а2…аm. Начало координат (0, 0,…,0) заведомо принадлежит области устойчивости. Из неё проводится луч, описываемый уравнениями в параметрическом виде


[image: image311.wmf],

a

,

......

,

a

,

a

m

m

2

2

1

1

l

=

l

=

l

=

l

l

l

                               (17)

где 
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 - направляющие косинусы прямой, 
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 - изменяемый параметр, причём
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Теперь двигаясь вдоль этого луча, т.е. придавая 
[image: image315.wmf]l

 увеличивающиеся значения, проверяем знак определителя det (C). Смена знака соответствует пересечению границы области устойчивости, т. е. переходу в область неустойчивости. Несколько пробных вычислений уточняют граничную точку 
[image: image316.wmf]кр
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. Тогда соответствующие значения параметров можно найти по формулам (17). Множество точек, полученных таким образом, определяют некоторую гиперповерхность, являющуюся границей подпространств устойчивости и неустойчивости, объединение которых образует рассматриваемое пространство параметров 
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Другой алгоритм может быть следующим. Строим график зависимости λ – det (С) на экране монитора компьютера, где визуально можно определить с высокой степенью точности координату пересечения графиком оси абсцисс. Это и является критическим значением параметра 
[image: image318.wmf]кр

l

. Как и в предыдущем случае, критические значения физических  параметров найдутся по (17).

С целью проверки достоверности результатов, получаемых по предложенным алгоритмам и компьютерным программам, в программной среде MatLab, проведены тестовые испытания с помощью двух примеров, в которых точные значения критических нагрузок известны. В обоих случаях рассматривался вертикально стоящий стержень постоянного сечения с нижним защемлённым и верхним свободным концом.

В первом примере к верхнему концу стержня приложена сосредоточенная сила F. Хорошо известно, что её критическое значение
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Во втором примере на стержень действует равномерно распределённая осевая нагрузка р. Здесь критическое значение
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В обоих случаях получены численные значения коэффициентов, практически не отличающиеся от приведённых выше. Это позволяет сделать вывод о том, что метод конечных разностей даёт собственные значения высокой степени точности при значительном упрощении процедуры решения задачи. 

Перейдём к примеру более общего характера. Рассмотрим колонну с исходными данными 

l = 20 м,   Е = 40 ГПа,   J(x) = 0,06 + 0,001 х2,   m = 2,   р(х) = р = а1,   F = а2.
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Пространство параметров представляет плоскость с системой координатных осей 0а1а2. Вычисления, поведённые по алгоритму, описанному выше, дали результаты, представленные на рис. 3. В итоге подпространства устойчивости и неустойчивости оказались разомкнутыми, чего и следовало ожидать. Причина в том, что при одновременно отрицательных значениях F и р(х) потеря устойчивости не происходит, в силу чего третья четверть плоскости целиком принадлежит области устойчивости.

О РЕАЛИЗАЦИИ ПРОБЛЕМЫ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ

СЖАТО-РАСТЯНУТОГО СТЕРЖНЯ НА КОМПЬЮТЕРЕ 

Х.П. Культербаев, Л.А. Барагунова 

Рассматривается прямолинейный стержень переменного сечения при комбинированном осевом нагружении. Предложен алгоритм численного метода решения проблемы собственных значений дифференциального уравнения продольного изгиба стержня.

Задачи на изучение устойчивости прямолинейных стержней, нагруженных осевыми продольными силами, стали уже классическими и к настоящему времени уже имеют обширную библиографию [1]. В то же время определение критических нагрузок для сжато-растянутых стержней сопряжено со значительными трудностями в нетрадиционных случаях: стержни переменного сечения, неравномерно распределённая нагрузка, сочетание различных нагрузок (сжимающих, растягивающих) и т. д. Отыскание собственных значений и форм в таких задачах точными аналитическими методами возможно лишь в простейших частных случаях. Выход из такого затруднения состоит в использовании численных методов [2-5] и современных программных компьютерных средств. 
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Рассмотрим однородный стержень переменного сечения из линейно-упругого материала, находящийся под действием переменной распределённой нагрузки q(x) и системы сосредоточенных сил Fi
 (рис. 1), действующих вдоль оси. Внешние нагрузки считаются «мёртвыми», т. е. при деформировании стержня они не изменяются ни по величине, ни по направлению. Функции изменения переменной площади поперечного сечения A(x), переменной жёсткости EJ(x) и распределённой нагрузки q(х) будем считать заданными. 

В задаче о потере устойчивости прямолинейной формы равновесия примем, что продольный изгиб стержня описывается классической теорией с применением гипотезы Бернулли, а критические силы определяются из задачи Эйлера при соответствующих допущениях. Тогда изогнутая ось стержня после бифуркации описывается с помощью линейного обыкновенного дифференциального уравнения и в традиционных обозначениях имеет вид
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где введено обозначение для переменной жёсткости на изгиб

B(x) = EJ(x).

Изгибающий момент в правой части уравнения (1) определяется из условия равновесия левой части стержня, отсечённой координатой x. Например, если левый конец свободен (рис. 2)
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При учёте (2) уравнение (1) становится интегро-дифференциальным
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Для его решения к нему необходимо присоединять граничные условия, которые могут быть самыми разнообразными в зависимости от типа опор. Учёт их работы для обычных случаев влечёт появление четырёх дополнительных условий к уравнению (3) и, следовательно, увеличение порядка производных до четырёх. Тогда целесообразно перейти к дифференциальному уравнению соответствующего порядка. Такой результат достигается после двукратного дифференцирования по переменной x уравнения (3), в результате чего оно примет вид
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 EMBED Equation.3  [image: image328.wmf]        x 
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где введено обозначение для продольной сжимающей силы
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Уравнение (4) имеет очевидное тривиальное решение 
[image: image331.wmf](
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 что соответствует прямолинейному равновесному положению стержня, т.е. обычному простому сжатию. Такой случай не является предметом интереса данного исследования. Поэтому далее задача будет состоять в том, чтобы найти такой вектор параметров нагрузок, которому могут соответствовать ненулевые решения, т.е. искривлённые положения равновесия. 

Вычисление собственных значений и функций дифференциального уравнения (4) аналитическими методами возможно лишь в простейших задачах, где, например, В(х) = const, q(x) = const, отсутствуют сочетания нагрузок, и они хорошо изучены. Отыскание аналитических решений более сложных задач сопряжено со значительными математическими трудностями или в большинстве случаев невозможно. Выход из такого затруднения состоит в использовании численных методов. Поэтому далее воспользуемся методом конечных разностей и разобьём длину стержня на n одинаковых отрезков с шагом  h = l/n, c номерами узловых точек i = 1, 2,…, n, n + 1.

Вместо непрерывной функции непрерывного аргумента v(x) введём сеточную функцию 
[image: image332.wmf](
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 Тогда производные в уравнении (4) можно представлять приближённо в виде конечноразностных соотношений 
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в силу чего оно примет вид
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При этом к левой части (4) процедура замены второй производной конечноразностным соотношением применена дважды. Коэффициенты уравнения имеют значения
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Здесь

Ni = N(xi).

Система уравнений (5) недоопределённая, её матрица коэффициентов пока является прямоугольной размерности 
[image: image336.wmf](
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. Недостающие четыре уравнения могут быть найдены лишь из граничных условий, в силу чего их необходимо конкретизировать. Примем, что левый конец (х = 0) свободен, и к нему приложена сила F.

1)Изгибающий момент равен нулю. Поэтому
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2)Поперечная сила определяется с помощью функции прогибов
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и из рис. 3 с учётом малости угла поворота концевого сечения
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Приравнивая правые части (7) и (8), получим
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Конечноразностная аппроксимация производных даёт уравнение
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где

b = -3B1+4B2-B3,    c21=2b - 5B1-3Fh2,   c22= -5b + 18B1+ 4Fh2,

c23 = 4b - 24B1 - Fh2,    c24 = -b + 14B1,      c25 = -3B1.

Правый конец (х = l) защемлён, поэтому угол поворота и перемещение равны нулю

3) 
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4) 
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Уравнения (5), (6), (9)-(11) образуют линейную однородную алгебраическую систему 
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где y = {y1,  y2, …,  yn+1} – вектор, компонентами которого являются отклонения стержня, С-квадратная матрица порядка  n + 1
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Нулевые элементы матрицы здесь не выписаны.

Критические значения параметров нагрузок, т.е. собстве6нные значения определяются из уравнения
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которое является условием существования нетривиального решения уравнения (12). Его решение аналитическими методами невозможно, вследствие чего приходится прибегать к приближённым решениям с помощью численных и графических методов. Использование численных методов приводит к громоздким компьютерным программам и реализуется с большими затруднениями. Более предпочтительным является графический метод, основанный на возможностях быстрой визуализации графика левой части уравнения (13) с помощью современных программных сред высокого уровня (MatLab, MathCad и т.д.). С этой целью в координатной системе F – det(C) строится на экране монитора соответствующая кривая. Точки пересечения ею оси F и определяют значения критических сил. При этом возможность увеличения избранных фрагментов рисунка легко позволяет достигать высокой степени точности, что отличает компьютерный графический способ от обычного ручного способа, обладающего невысокой точностью.


Для проверки достоверности результатов, получающихся предлагаемым алгоритмом, проведено тестирование на примере консольного стержня постоянного сечения с входными данными:

 l = 
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2

/

p

       Е = 1,    J = 1.

При этом получена ожидаемая первая критическая сила Fк = 1 с высокой степенью точности, что позволяет уверенно переходить к задачам более общего характера.

[image: image377.png]


Пример. Рассмотрим стальной стержень (рис. 4) со свободным и защемлённым концами, имеющий поперечное сечение с переменным моментом инерции
J(x)= 30(1+19x/l) см4.

К стержню приложена сосредоточенная сила F и неравномерно распределённая нагрузка

q(x) = 
[image: image348.wmf]l

F

(l - x) Н/м,   
ассоциированная с сосредоточенной силой так, что будет отыскиваться критическое значение только одного параметра  F. Прочие исходные данные примем следующими:
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Puc. 4




l = 3 м,       Е = 200 ГПа.

Результат счёта, выданный на экран монитора, показан на рис. 5 в виде графика. После увеличения рисунка легко читаются  первые элементы спектра собственных значений

Fк = {166,7    788,0}  кН.

Резюмируя, можно отметить, что получить этот результат аналитическими методами было бы весьма затруднительно. Между тем, имеется сравнительно простой и универсальный способ определения критических сил, основанный на возможностях современной вычислительной техники.
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� Показаны только две силы из возможных n.


� Показаны только две силы из возможных n.
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