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Введение
Учебное пособие написано для использования на лабораторных занятиях по курсу теории колебаний на инженерных специальностях Кабардино-Балкарского госуниверситета. 
Сложные динамические режимы нагружения, которым подвергаются современная техника и строительные сооружения, поддерживают постоянный интерес практики к теории колебаний. Поэтому она включена в образовательные программы почти на всех специальностях механического и строительного направлений подготовки инженеров.

Практическая часть подготовки студентов осуществляется в значительной степени в ходе проведения лабораторных работ по курсу. Однако проведение натурных экспериментов в ходе занятий связано со значительными трудностями и требует использования сложной техники, зачастую не выпускающейся промышленностью. Между тем имеется возможность математического моделирования значительного количества колебательных процессов и систем с помощью компьютерной техники и современных программных сред высокого уровня, позволяющих получать не только численные результаты, но и визуальные изображения, что немаловажно для изучения теории колебаний.
В пособие включены лабораторные работы по наиболее важным разделам дисциплины: кинематика колебательных процессов, колебания дискретных систем с одной- двумя степенями свободы, колебания континуальных систем в виде струн и стержней. В начале каждой работы приведены математическая постановка задачи, затем основные теоретические формулы, которые используются в компьютерных программах. Даются численные значения входных параметров системы и перечень выходных результатов по лабораторной работе.

Каждый студент составляет компьютерную программу либо во время аудиторных занятий, либо самостоятельно в ходе самостоятельной подготовки к лабораторным занятиям. Во время занятий студент производит отладку программы, получает результаты её работы в численной и графической формах.
По каждой работе студент составляет отчёт, который включает:

1) теоретическую часть по теме лабораторной работы (постановка задачи, основные формулы для вычислений);

2) исходные численные значения параметров;

3) перечень требуемых результатов в виде чисел и графиков;

4) компьютерную программу;

5) результаты работы программы;

6) комментарии к полученным результатам, анализ, выводы и заключения по изучаемой теме.
Отчёты оформляются в специальных тетрадях. Записи делаются аккуратно в логической последовательности, на языке данной дисциплины.

Каждая работа принимается с защитой и выставлением оценки. При этом учитываются как теоретические знания студентов по теме, так и его умения и навыки решения конкретных задач с использованием вычислительной техники.

Необходимая теоретическая часть работ подробно приведена в учебном пособии Культербаев Х.П. Основы теории колебаний. Основы теории, задачи для домашних заданий, примеры решений.– Нальчик. Издательство КБГУ им Х.М. Бербекова, 200 . –130с.

Лабораторная работа №1
Кинематика гармонических колебаний
Гармонические (синусоидальные) колебания, изменяются по закону

u(t) = A sin
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,                                               (1)

где А – амплитуда, ω  угловая частота, 
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Дано:
A = 4 cм,  ω = 3 c-1,  
[image: image11.wmf]j

 = π /6 рад, tk=5 c.
Требуется:    

1) составить программу в системе MatLab для вычисления периода и частоты колебаний, амплитуд скорости и ускорений и вывести на экран их значения;

2) вывести на экран монитора графики  u(t), v(t), w(t), t
[image: image12.wmf]Î

[0, tk].
Лабораторная работа №2

Полигармонические колебания
Сумма двух гармонических колебаний с одинаковыми частотами ω будет гармоническим колебанием с той же частотой

u1(t) = А
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cos ωt,        u2(t) = А2 cos(ωt + ψ),        u(t) =  u1(t) + u2(t) = А cos
[image: image14.wmf](

)

t

w+g

.

A=
[image: image15.wmf]22

1212

AA2AAcos

++y

,         tg
[image: image16.wmf]212

Asin/(AAcos)

g=y+y

.

Слагаемые могут быть и с неодинаковыми частотами и начальными фазами

u(t) = A
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Тогда сумма (1) будет периодической функцией с периодом  Т = 2
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,    где  m  и  n – целые числа,  причём m/n – несократимая дробь, рациональное число. Вообще же, если два и более гармонических колебания имеют частоты с соотношениями в виде рациональных дробей, то их суммы являются периодическими, но негармоническими колебаниями. Такие колебания называются полигармоническими. Они будут гармоническими лишь в том случае, когда частоты всех слагаемых будут одинаковыми.

Дано: 
A1 = 3 cм,  A2 = 3 см,  ω1 = 4 с-1,    ψ1 = π/6 рад,    ψ2 = 2π/3 рад.   tk = 5 c.

Требуется: 

1) составить программу в системе MatLab для вычисления значений функций u1(t), u2(t), u(t) на сегменте [0, tk] при двух значениях 
ω2 ={4
[image: image26.wmf]2

, 2}с-1;

2) вывести на экран два графика u(t), соответствующие двум значениям ω2, t
[image: image27.wmf]Î

[0, tk].
Лабораторная  работа  №3

Свободные колебания системы с одной степенью свободы

 при отсутствии трения

Свободные колебания системы с одной степенью свободы описываются дифференциальным уравнением
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 Здесь m – масса колеблющейся массы, с – коэффициент жёсткости пружины.

Уравнение можно привести к стандартному виду          
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где ω0 –угловая частота свободных колебаний, 

K уравнению (1) добавляются начальные условия
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Здесь 
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 – начальное смещение, 
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 – начальная скорость. Решение задачи (1), (2) имеет вид 
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где  С1  и  С2 – произвольные постоянные интегрирования  
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Равенство (3) можно переписать в виде гармоники 
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где А – амплитуда колебаний, вычисляемая по формуле 


[image: image40.wmf](

)

2

222

12000

ACCxv/

=+=+w

,


[image: image41.wmf]j

 – начальная фаза колебаний, причём
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При этом период колебаний 


[image: image43.wmf]0

0

2

T,

p

=

w


частота


[image: image44.wmf]0

0

1

f.

T2

w

==

p


Дано: 

 m=3 кг,      c=100 Н/м,     х0=1 см,     v0 =10 см/с,       tk=5 с.
Требуется :
 
1) составить программу в системе MatLab для вычисления значений 
[image: image45.wmf]e

w

,A, 
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, T0, f с последующей выдачей на экран;


2) вывести на экран график функции x(t) на отрезке [0, tk].

Лабораторная работа №4

Вынужденные  гармонические колебания системы с одной 

степенью свободы при отсутствии трения

Дифференциальное уравнение, описывающее гармонические колебания системы с одной степенью свободы, имеет вид
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где ω – угловая частота возмущающей силы, 
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 – угловая частота свободных колебаний, с– коэффициент жёсткости пружины, m – колеблющаяся масса.
Искомое решение имеет вид 
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Здесь А – амплитуда колебаний, вычисляемая по формуле
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А0 – статическое отклонение от силы Р0, β – динамический коэффициент.

Дано: 

m =3 кг,   c =100 Н/м,   tk=5 с,  P0 = 2 Н,   ω = 4 с-1.
Требуется:

В системе MatLab составить программу и с её помощью провести необходимые вычисления и выдать на экран график х(t), 
[image: image53.wmf]k
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Лабораторная работа № 5

Свободные колебания системы с одной степенью 

свободы при наличии трения

Свободные колебания системы с одной степенью свободы при наличии трения описываются дифференциальным уравнением
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и начальными условиями
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где m – масса колеблющейся массы, с – коэффициент жёсткости пружины, 
[image: image59.wmf]a

– коэффициент вязкого сопротивления, ω0 – угловая частота свободных колебаний при отсутствии трения.

Частота свободных колебаний 
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Решение уравнения (1) имеет вид
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Амплитуда колебаний и начальная фаза выражаются через произвольные постоянные интегрирования 
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Решение (4) принимает вид


[image: image67.wmf]t

00

0

vx

x(t)excostsint

-e

ee

e

æö

+e

=w+w

ç÷

w

èø

.

Период колебаний     
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Дано: 
α =0,1 с-1,    m = 2 кг,    c = 10 Н/м,    x0 =1 см,    v0 =10 см/с, tk=20 c.

Требуется: 

1) составить программу в системе MatLab для вычисления значений ω0, 
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2) построить график функции х(t) на отрезке [0, tk].

Лабораторная работа № 6

Вынужденные колебания системы с одной степенью свободы

 при наличии трения
[image: image169.png]L)
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Вынужденные колебания системы с одной степенью свободы при наличии трения описываются дифференциальным уравнением
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Здесь  m – масса колеблющейся массы, с – коэффициент жёсткости пружины, 
[image: image76.wmf]a

– коэффициент вязкого сопротивления, ω0 – угловая частота свободных колебаний при отсутствии трения, ω – угловая частота нагрузки, Р0 – амплитуда силы, прикладываемой к колебательной системе.

Искомое решение уравнения (1) имеет вид 


[image: image77.wmf]x(t)Acos(t)

=w-j

,

где амплитуда


[image: image78.wmf]0

2222

0

P

A

m()4

=

w-w+ew

.

Сдвиг фаз между гармоническим возмущением и отклонениями массы будет 
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Дано:
α =0,1с-1,   m = 2 кг,  c = 100 Н/м, tk=10 c,   Р0 = 4 Н.
Требуется:

1) составить программу в системе MatLab для вычисления значений ω0, А, 
[image: image80.wmf]j

;

2) вывести на экран монитора амплитудно-частотную характеристику А при ω
[image: image81.wmf]Î

 [0, 2ω0].

Лабораторная работа №7

Свободные колебания системы с двумя степенями свободы

[image: image170.png]


Балка с двумя массами m1 и m2 является системой с двумя степенями свободы, которым соответствуют обобщённые координаты x1(t), x2(t). Её свободные колебания описываются в матрично-векторной форме системой уравнений 
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Единичные перемещения 
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определяются методами сопротивления материалов, и из них составляется соответствующая матрица второго порядка
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При этом 

[image: image85.wmf]33

11221221

4a7a

,

9EJ18EJ

d=d=d=d=

.
Далее легко выписывается инерционная матрица
A=
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Решением системы (1) будет вектор-функция
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где Q – вектор амплитуд колебаний. Подстановка в (1) даёт матричное уравнение
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из которого следует частотное уравнение  

det (Е-
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В развёрнутой форме оно является биквадратным уравнением относительно собственных частот
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Его решение даёт спектр собственных частот 


[image: image93.wmf](

)

12

,

W=ww

.

В уравнение (2) поочередно подставляются 
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Можно принять, что Q1k =1 (или Q2k = 1). Тогда Q2k  находится из любого уравнения, например, из первого

Q2k = 
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Вычисленный вектор Qk будет иметь вид

Qk = 
[image: image98.wmf]2k

1

Q

æö

ç÷

èø

,                  k = 1, 2.

Ему соответствует спектр амплитуд собственных форм колебаний
Q = (
[image: image99.wmf]).

,

2

1

Q

Q


Дано: Балка изготовлена из стального двутавра с параметрами
m1=500 кг,   m2=600 кг,    J=572 см4,    a =2 м,    Е=200 ГПа
Требуется: 

1) составить программу в системе MatLab для определения спектров собственных частот и форм;

2) выдать на экран монитора значения собственных частот и графики собственных форм колебаний.
Лабораторная работа №8 

Вынужденные колебания системы с двумя степенями свободы

[image: image171.png]



При гармонических возмущениях уравнение вынужденных колебаний балки как системы с двумя степенями свободы имеет вид


[image: image100.wmf]cost
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Здесь  А, С – инерционная и квазиупругая матрицы, P – вектор амплитуд внешних вынуждающих сил. Квазиупругая матрица является обратной по отношению к матрице единичных перемещений, т.е.
С = D-1.
Стационарное решение уравнения (1) представляется равенством
     q(t) = Q cos 
[image: image101.wmf]w

t,                                                 (2)

где Q – вектор амплитуд обобщённых координат. Подстановка (2) в (1), и последующее сокращение результата на cos
[image: image102.wmf]w

t даёт систему линейных алгебраических  уравнений относительно амплитуд перемещений

            (C-
[image: image103.wmf]w

2A)Q = P,                                                (3)

решение которой имеет вид
Q = (C-ω2A)-1P.


Определитель матрицы системы (3) равен нулю, когда  ω =ωk,  k = 1, 2, так как из этого условия определены собственные частоты ωk. В этом случае  имеет место резонанс, т. е. амплитуды равны бесконечности. 
Дано: Балка изготовлена из стального двутавра с параметрами
m1=500 кг,   m2=600 кг,   J=572 см4,   a =2 м,    Е=200 Гпа,
Р1=300 Н, Р2=100 Н, 
[image: image104.wmf][0;100]
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Требуется: 

1) составить программу в системе MatLab для определения амплитуд колебаний Q1, Q2 ;

2) выдать на экран монитора графики функций Q1(ω), Q2 (ω);
3) провести анализ колебаний в зависимости от частоты вынуждающей силы.
Лабораторная работа №9
Свободные колебания струны
Математическая модель колебаний струны состоит из основного уравнения 
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Здесь σ – напряжение в сечении, ρ – плотность материала струны,  l – длина струны.

Спектр собственных частот
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Спектр собственных форм
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Дано:
l = 1 м,  σ = 10 МПа,  ρ = 7820 кг/м3.

Требуется:    

1) составить программу в системе MatLab для вычисления спектров собственных частот и форм, 
[image: image110.wmf]n1,2,3

=

;
2) вывести на экран монитора графики функций 
[image: image111.wmf]n

(x),n1,2,3.

j=


Лабораторная работа №10

Вынужденные колебания струны

Вынужденные колебания струны описываются задачей, состоящей из основного уравнения
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  и граничных условий

u(0, t) = 0,         u(
[image: image114.wmf]l

, t) = 0,          t > - 
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.            (2)

Здесь σ – нормальное напряжение в поперечном сечении, ρ – плотность материала струны, ω – частота нагрузки,  l – длина струны, q0 – амплитуда распределённой нагрузки, S – площадь поперечного сечения струны.
 Спектр  собственных частот
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Решение задачи (1), (2) находится с помощью метода разделения переменных в виде

u(x, t) = А(x) cos ωt,
где А(x) – функция распределения амплитуды 


[image: image117.wmf]2
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Дано: 

 n = 1, 2, 3, 4, 5;    l=2 м;    Ω={0,01; 4; 9,2; 15,6; 40 }c-1;
σ= 100 КПа;   ρ=7820 кг/м3,   q0=1,    d=0,01 м;

Требуется:

1) вычислить и выдать на экран ωn;

2) при x
[image: image118.wmf]Î

[0, l],  вычислить и выдать на экран график амплитуд А(х), при 
[image: image119.wmf]wÎW

;.

Лабораторная работа №11

Кинематически возбуждаемые колебания струны

Для установившихся колебаний постановка задачи имеет вид
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Здесь  b – амплитуда колебаний правого конца, 
σ – нормальное напряжение в поперечном сечении,
ρ –  плотность материала струны, ω – частота нагрузки, l – длина струны.

 Спектр собственных частот 
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Решение задачи (1) методом разделения переменных представляется в виде 
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Подстановка (2) в (1) даёт 
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Решением данной задачи будет
A(x) = b sin kx/sin kl.

Дано:               

n = 1, 2, 3, 4, 5;    Ω={0,01; 4; 9,2; 15,6; 40 }c-1;
l=2 м;   σ= 100 КПа;  ρ=7820 кг/м3 , b =10 мм.
Требуется:

1) вычислить и выдать на экран ωn;
2) вычислить значения функции амплитуд А(х), х
[image: image128.wmf]Î

[0, l] и выдать на экран её графики при ω
[image: image129.wmf]Î

Ω.
Лабораторная работа №12

Свободные продольные колебания стержней

[image: image174.png]


Задача о свободных  продольных колебаниях стержней описывается основным уравнением 
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и граничными условиями

                              u(0, t) = 0,        u(l, t) = 0,        t > - 
[image: image133.wmf]¥

.
Здесь  Е –  модуль упругости, ρ – плотность материала стержня, l – длина стержня.

Спектр собственных частот


[image: image134.wmf]n

(2n1)a

,n1,2,...

2

-p

w===

l


Спектр собственных форм колебаний
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Дано:  
l = 1,5 м,     Е = 200 ГПа,      ρ = 7820 кг/м3,       
[image: image137.wmf]n1,2,3,4,5

=

.
Требуется:    

1) составить программу в системе MatLab для вычисления 
[image: image138.wmf]n

w

 при n = 1, 2,  3,  4,  5 и вывести на экран значения;

2) вывести на экран монитора графики 
[image: image139.wmf]n
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.

Лабораторная работа №13

Вынужденные продольные колебания стержней

Задача о вынужденных продольных колебаниях стержней описывается основным уравнением
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 и граничными условиями
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u(0, t) = 0,    
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Здесь Е – модуль упругости материала, S – площадь поперечного сечения стержня, F – амплитуда растягивающей силы; ρ –  плотность материала стержня, ω –  частота нагрузки,  l – длина стержня.

 Спектр собственных частот
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Решение задачи (1), (2) находится с помощью метода разделения переменных в виде произведения
u(x, t) = А(x) cos ωt,
где А(x) – функция распределения амплитуды 


[image: image144.wmf]A(x)bsinkx/kcosk

=

l

,        
[image: image145.wmf]k/a.

=w


Дано:

F = 15000 Н,    S = 78,54 мм2,    Е = 200 ГПа,     ρ =7820 кг/м3,

l= 2 м,    Ω={0,01; 30000; 40000} с-1.

Требуется:

1) составить программу в системе MatLab для вычисления  ωn, n= 1, 2, 3 и  выдать  значения на экран;
2) при заданных ω
[image: image146.wmf]Î

Ω вычислить и выдать на экран график амплитуд колебаний А(х).

Лабораторная работа №14

Кинематически возбуждаемые продольные колебания  стержней

Для установившихся колебаний постановка задачи имеет вид
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Здесь  b – амплитуда колебаний левого конца, Е –  модуль упругости материала, ρ – плотность материала, ω –  угловая частота кинематических возмущений, l – длина стержня.

Спектр собственных частот
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Решение задачи (1), (2) отыскивается методом разделения переменных  в виде произведения

[image: image152.wmf]u(x,t)A(x)cost
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Подстановка (3) в (1), (2) даёт задачу
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Её решением является функция
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Дано:

    Е = 200 ГПа,     ρ =7820 кг/м3,  l=1м,  
  Ω={0,001; 40000; 92000} с-1, b= 10 мм
Требуется:

1) составить программу в системе MatLab для вычисления ωn, n = 1, 2, 3 и выдать на экран;
2) вычислить значения и выдать на экран  графики амплитуды колебаний А(х) при заданных ω
[image: image157.wmf]Î

Ω.
Лабораторная работа №15

Напряжения в сечениях  колеблющихся стержней
При  колебании стержня изменяются перемещения u(x, t) и нормальные напряжения σ(x, t). Относительная деформация 
[image: image158.wmf]e

 = u'. Тогда нормальные напряжения по закону Гука будут
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При вынужденных колебаниях стержня функция перемещений имеет вид
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Здесь 

[image: image161.wmf]F

A(x)sinkx/kcosk

ES

=

l

,    k=ω/a,     a2 = E/ρ.

Следуя (1), можно получить функцию напряжений
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где введено обозначение для амплитуды напряжений 
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С помощью (2) можно найти амплитуду напряжений
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Дано: 
F=15000 H,   S =78,54 мм2,   E=200 ГПа;  ω=25000 с-1,  l=2 м.
Требуется:

1) составить программу в системе MatLab для вычисления  
[image: image165.wmf]σ

A(x)

;    
2) выдать на экран  график амплитуды колебаний Аσ(х) при х
[image: image166.wmf]Î
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