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введение

Курс «Сопротивление материалов» играет важную роль в обеспечении фундаментальной базы профессиональной подготовки будущих специалистов в области техники и технологии, вследствие чего Госстандартами высшего профессионального образования для его изучения отводится значительное время.

Овладение практическими методами расчётов на прочность, жёсткость и устойчивость элементов конструкций и машин является одной из важнейших задач преподавания данной дисциплины. Поэтому в ходе изучения сопротивления материалов большой объём занимают не только аудиторные занятия, но и выполнение домашних заданий. В зависимости от содержания учебных планов и рабочих программ студентам всех форм обучения предлагаются различные виды домашних заданий: курсовые работы, контрольные работы, расчётно-проекти​ровочные работы и т.д. 

Издание содержит 19 базовых задач, по тематике охватывающих основные разделы курса:

1. Определение внутренних сил методом сечений.

2. Растяжение – сжатие прямолинейного ступенчатого стержня.

3. Расчёт шарнирно-стержневой системы на прочность.

4. Расчёты на растяжение – сжатие ступенчатого стержня с зазором.
5. Растяжение – сжатие упруго-пластической статически неопределимой стержневой системы.

6. Исследование упруго-пластической статически неопределимой стержневой системы (учебно-исследовательская работа).

7. Геометрические характеристики поперечного сечения.

8. Геометрические характеристики и оптимизация формы сечения.

9. Кручение статически неопределимого стержня.

10. Прямой поперечный изгиб балки.

11. Косой изгиб балки.

12. Изгиб с растяжением балки.

13. Плоское напряжённое состояние в точке и прочность.

14. Напряжённое состояние в точке и прочность.

15. Плоская статически неопределимая рама.

16. Пространственная статически неопределимая рама.

17. Расчёт стойки на устойчивость.

18. Расчёты на удар.

19. Расчёт вращающейся рамы.

Объёмы и содержание задач позволяют при соответствующем комбинировании составить любой из указанных типов домашних заданий. По каждой из перечисленных задач приводятся: условие, численные исходные данные (4 разных варианта), расчётные схемы (30 разных вариантов), конкретный пример решения с подробными объяснениями, советами и рекомендациями. 

В издание включены несколько работ, при выполнении которых применяется вычислительная техника. Так, в задаче 6 учебно-исследо​ватель​ского характера требуется составление и отладка компьютерной программы с последующим построением графиков по результатам счёта. Задача 8 состоит из двух частей: первая предназначена для ручного счёта, вторая – компьютерная проверка вычислений студента с помощью контрольно-обу​чающей программы в диалоговом режиме. Далее по заданию студента та же программа вычисляет геометрические характеристики оптимизированного сечения в автоматическом режиме и выдаёт полученные данные. В задаче 14 сложный в вычислительном отношении вопрос о значениях главных напряжений и направляющих косинусов главных площадок (проблема собственных значений и собственных векторов тензора напряжений) решается универсальной программой ЭВМ по предварительным подсчётам вручную. Компьютерная программа является контрольно-обучающей и работает в диалоговом режиме. Результаты вычислений на компьютере используются студентом далее для расчётов на прочность.

ОБЩИЕ УКАЗАНИЯ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ ЗАДАНИЙ

1. Каждый студент курса выполняет в течение семестра и учебного года домашние задания, предусмотренные утверждёнными рабочими программами курса «Сопротивление материалов». Их структура, формы, последовательность выполнения, индивидуальные шифры студентов для выбора вариантов заданий сообщаются преподавателем в начале учебного года (семестра). 

2. Исходные данные к решению задачи выбираются студентом самостоятельно согласно индивидуальному шифру, состоящему из двух чисел. По первому числу берутся номера схем, чертежей и т.д., по второму – соответствующие количественные данные и единицы их измерений. 
3. Прежде чем приступить к решению задачи, следует обстоятельно изучить или повторить соответствующий теоретический материал.

4. Каждая работа оформляется отдельно со своим титульным листом. Задание должно быть оформлено в тетради в клетку или на стандартных листах писчей бумаги 210×297 мм, сброшюрованных в альбом с обложкой из плотной бумаги. На страницах работы должны быть указаны их номера. Титульный лист оформляется в зависимости от формы задания по предлагаемым ниже образцам (стр. 6-8).

5. В расчётных схемах, как правило, имеются отклонения от нормативных данных в несколько процентов, так как нагрузки, геометрические размеры, свойства материала, коэффициент запаса прочности, допускаемое напряжение и т.д. невозможно определить точно. Поэтому не следует проводить вычисления с излишне большим числом значащих цифр. Сохранение в записи числа (результатах вычислений) четырёх значащих цифр обеспечивает необходимую точность почти во всех расчётах.

6. Необходимо выполнять все чертежи карандашом невысокой твердости (ТМ, М), а записи вести ручкой или также карандашом, соблюдая чертежные шрифты. Схемы, чертежи, эпюры должны быть выполнены с соблюдением масштабных соотношений, с применением чертёжных инструментов.

7. В начале каждой задачи должны быть приведены её номер, текст условия, расчётная схема и таблица исходных данных. Далее следует текст решения и ответы на поставленные вопросы. Все выкладки должны представлять собой стройную логическую последовательность и сопровождаться лаконичным пояснительным текстом. При этом не допускается сокращение слов, кроме общепринятых: т.е., т.д., т.п. Не следует копировать или пытаться аналогично воспроизвести весь пояснительный текст примеров решений, данных в пособии. В большинстве случаев достаточно кратких пояснений, комментариев или приведения названий вычисляемых величин.
8. Каждый пункт решения должен при необходимости содержать вспомогательные чертежи или эскизы, расчётную формулу в общем виде, числовое повторение (подстановку) этой формулы и ответ. В промежуточных и окончательных ответах необходимо проставлять единицы измерения получаемых величин. 
9. Тексты задач являются общими для всех вариантов заданий. Поэтому в некоторых задачах расчётные схемы могут не содержать всех элементов, о которых говорится в условии задачи. В таких случаях из текста задачи и таблицы исходных данных необходимо исключить лишнее.

10. Как правило, при проверке работы преподавателем обнаруживаются ошибки, неточности в расчётах и чертежах, которые студенту необходимо исправлять. Если замечания мелкие и немногочисленные, их можно устранить прямо на первоначальных листах чертежей и записей. Если же они таковы, что вносимые исправления мешают обозреванию и восприятию документа, работа полностью оформляется вновь. При повторном представлении работы необходимо прилагать первоначальные записи и чертежи с замечаниями, что ускорит её проверку.

11. Каждая работа принимается с защитой и выставлением оценки. При этом учитываются качество выполнения задания, теоретические знания студента по теме, его умения и навыки решения конкретных практических задач. При неудовлетворительной защите работа не засчитывается, студенту предлагается повторная защита или выдаётся другое задание для выполнения. 

12. Работа считается завершённой лишь в том случае, если она зачтена преподавателем и об этом объявлено студенту.

ОБРАЗЦЫ ОФОРМЛЕНИЯ ТИТУЛЬНЫХ ЛИСТОВ

1. Расчётно-проектировочная работа 
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2. Контрольная работа на заочной форме обучения
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3. Курсовая работа на очной форме обучения
	КАБАРДИНО-БАЛКАРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ
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КУРСОВАЯ РАБОТА

ПО СОПРОТИВЛЕНИЮ МАТЕРИАЛОВ

Темы:
1. Растяжение – сжатие упруго-пластической стержневой системы
2. Напряжённое состояние в точке и прочность
Исполнитель:

 Иванов И.М.

Специальность – ТМ, курс – 2, группа – 1,

форма обучения – очная,

индивидуальный шифр: 31 – 5

Руководитель:

Петров А.С.

Нальчик – 2009
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Исполнитель:
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индивидуальный шифр: 31 – 5

 Руководитель:
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ЗАДАЧИ И ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЙ
Задача 1

Определение внутренних сил методом сечений
Для поперечных сечений 1-1, 2-2, 3-3 заданных упругих систем определить внутренние силы. Для схем:

а) продольные силы N;

б) крутящие моменты Mк (или Mz);

в) продольные силы N, поперечные силы Qу, изгибающие моменты Мх;

г) продольные силы N, поперечные силы Qх, Qу, изгибающие моменты Мх, Му, крутящие моменты Mк (или Mz).

	Второе

число

шифра
	а,
м
	l,
м
	h,
м
	F,
Н
	M,
Нм
	q,
Н/м

	1
	0,3
	0,5
	0,4
	500
	200
	1000

	2
	0,4
	0,6
	0,5
	600
	300
	900

	3
	0,5
	0,7
	0,6
	500
	400
	800

	4
	0,6
	0,8
	0,7
	700
	500
	700
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Пример решения

Исходные данные
	Второе

число

шифра
	а,
м
	l,
м
	h,
м
	F,
Н
	M,
Нм
	q,
Н/м

	5
	0,4
	0,5
	0,3
	500
	400
	800


Решение

Расчётная схема a) 
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Для определения продольных сил используем метод сечений. Сечения уже проведены. Рассмотрим каждое из них.

Сечение 1-1
[image: image659.png]


Рассматриваем равновесие правой отсечённой части. Рассмотрение левой отсечённой части нецелесообразно, так как к ней приложена неизвестная и не показанная на чертеже опорная реакция. Показываем координатную ось z и стрелкой неизвестную силу N. Направление стрелки при этом произвольное. Составляем уравнение равновесия для правой части:
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Отсюда находим:
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Сечение 2-2
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Берем правую отсечённую часть и находим продольную силу:

[image: image16.wmf],
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– N – 3F + F = 0, 
N = –2F = –2 ( 500 = – 1000H.

Знак «минус» означает, что в действительности направление силы N противоположно показанному на чертеже.
Сечение 3-3
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Расчётная схема б)
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Пользуясь методом сечений, находим крутящие моменты в сечениях. Чтобы не определять опорную реакцию в заделке на правом конце стержня, будем рассматривать только левые отсечённые части.

Сечение 1-1
[image: image663.png]


Проводим в произвольном направлении координатную ось z. Пусть она будет направлена вправо. Изображаем на чертеже искомый крутящий момент в сечении Mк. Его направление при этом будет произвольным. Составим уравнение равновесия для отсечённой части в виде равенства нулю суммы моментов относительно оси z.
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Отсюда находим крутящий момент в сечении:
Mк = M = 400 Нм.

При составлении данного уравнения знак момента принят положительным, если он направлен по часовой стрелке при взгляде справа. Могло быть принято и обратное правило, по которому такой момент считался бы отрицательным. Тогда уравнение равновесия имело бы вид:
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Как можно легко убедиться, отсюда получается тот же самый ответ, т.е. тот же самый крутящий момент Mк. Следовательно, при составлении уравнения равновесия правило знаков, принимаемое для момента, не влияет на получающееся решение. Поэтому, не опасаясь за последствия, можно принимать любое правило знаков для моментов. Но, разумеется, одно и то же правило должно применяться до конца составления данного уравнения.
Сечение 2-2
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Действуя аналогично предыдущему случаю, имеем:
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Mк = – 2M + M = – M = – 400 Нм.

Знак «минус» в ответе указывает на то, что крутящий момент в сечении, показанный на чертеже, в действительности направлен в противоположную сторону.

Сечение 3-3
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Расчётная схема в)
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Показываем координатные оси z, y. Положение начала координат при этом не имеет значения. На чертеже указываем опорные реакции R1, R2, R3. Их направления избраны произвольно. Для их вычисления можно использовать уравнения равновесия. Удобно взять в качестве первого из них равенство суммы моментов относительно точки A нулю, так как оно содержит лишь одну неизвестную опорную реакцию R1:
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При составлении этого уравнения для моментов, направленных по часовой стрелке, принят знак «плюс». Отсюда находим:
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Знак «минус» в ответе означает, что направление реакции R1 будет противоположным указанному на чертеже.

Далее используем суммы проекций на координатные оси:
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Приступим к определению внутренних сил в сечениях.
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Сечение 1-1

Удобнее рассмотреть левую отсечённую часть. Намечаем оси y, z. Ось х перпендикулярна чертежу и не показана. Отмечаем на рисунке внутренние силы N, Qy, Mx произвольных направлений. Для их определения используем уравнения равновесия для отсечённой части.
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 EMBED Equation.3  [image: image33.wmf].
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Сечение 2-2
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Рассматриваем нижнюю отсечённую часть. Показываем оси y, z, внутренние силы N, Qy, Mx. Определяем внутренние силы.
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Сечение 3-3
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Теперь целесообразно рассмотреть правую отсечённую часть. На схему наносим координатные оси y, z, внутренние силы N, Qy, Mx.. Используя уравнения равновесия, определяем внутренние силы.
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 EMBED Equation.3  [image: image41.wmf]å
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Расчётная схема г)

Показываем координатные оси x, y, z, общие для всей расчётной схемы; намечаем опорные реакции R1, R2, R3, R4, R5, R6. Их направления произвольные. В шарнирно-неподвижной опоре возникают три опорные реакции R1, R2, R3. Остальные опоры шарнирно-подвижные, поэтому в них возникает по одной опорной реакции. Предварительно их необходимо определить. С этой целью составим уравнения равновесия всей системы:
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Из последнего уравнения имеем: 
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Пользуясь остальными уравнениями, последовательно получим:
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Теперь можно приступить к вычислению внутренних сил в сечениях.
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Сечение 1-1

Выбираем левую отсечённую часть. Показываем для неё координатные оси и внутренние силы. Их направления при этом произвольные. В отличие от ранее избранных, теперь координатные оси локальные, т.е. свои для данной отсечённой части. С помощью уравнений равновесия находим внутренние силы.
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Сечение 2-2

Производим действия, аналогичные приведенным выше для сечения 1-1, и находим:
1) 
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 EMBED Equation.3  [image: image76.wmf].

Нм

1375

4

,

0

2

)

1719

(

=

×

×

-

-


[image: image673.png]M
hillil4
&

11
I

Puc.3



Сечение 3-3

Действуя как в предыдущих случаях, получим:
1) 
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Задача 2

Растяжение – сжатие прямолинейного ступенчатого стержня
Прямолинейный упругий ступенчатый стержень с площадью сечения A, 2A нагружен вдоль оси равномерно распределенной нагрузкой q и сосредоточенными силами Fi. Модуль упругости материала Е = 200 ГПа, предел текучести материала (т.

Вычислить продольную силу N, напряжения в поперечных сечениях (, относительную линейную деформацию ( и перемещения u для характерных сечений; построить эпюры N, (, (, u; вычислить коэффициент запаса прочности.

	Второе

число

шифра
	q,
кН/м
	F1,
кН
	F2,
кН
	F3,
кН
	σТ,
МПа
	l,
м
	A,
мм2

	1
	8
	1,8
	4,1
	5,8
	240
	0,30
	30

	2
	10
	2,0
	3,8
	6,1
	280
	0,25
	40

	3
	12
	2,1
	4,4
	6,5
	300
	0,20
	50

	4
	14
	2,2
	4,8
	7,0
	360
	0,18
	60
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Пример решения

Исходные данные

	Второе

число

шифра
	q,
кН/м
	F1,
кН
	F2,
кН
	(т,
МПа
	l,
м
	A,
мм2

	5
	10
	2,2
	4,5
	240
	0,24
	40


Расчётная схема
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 Решение
На рисунке показываем координатную ось z с началом на левом конце стержня, направленную вправо. В заделке правого конца возникает опорная реакция R. Она единственная, поскольку все силы, приложенные к стержню, направлены вдоль одной прямой, в данном случае – вдоль продольной осевой линии стержня. Она войдет в уравнения равновесия, поэтому вычислим её. Направление вправо, показанное на чертеже, выбрано произвольно. Истинное направление будет найдено в ходе вычислений. 

В целом стержень находится в равновесии. Поэтому система сил, приложенных к нему, включая и опорную реакцию, должна удовлетворять уравнению равновесия:
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Отсюда находим:
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Знак «минус», полученный в ответе, означает, что истинное направление реакции R противоположно выбранному выше направлению вправо. 
Стержень вдоль длины имеет четыре участка. Обозначаем их на расчётной схеме. Для определения продольных сил далее применим метод сечений. С этой целью внутри каждого участка в произвольном месте проводим поперечные сечения 1-1, 2-2, 3-3, 4-4, показанные на чертеже. В результате стержень каждый раз разделяется на левую и правую части. Уравнение равновесия любой из них даёт значение продольной силы и её направление. Рассмотрим каждый участок отдельно.
1 участок. z 
[image: image93.wmf]Î

[0; l]
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Возьмём для рассмотрения левую отсечённую часть, так как к ней приложено меньшее количество сил. Укажем ось z с началом на левом конце и продольную силу N. Её лучше направлять в положительную сторону, что в данном случае означает направление на растяжение, т.е. направо. Удобство такого приёма состоит в том, что при его применении автоматически получается ответ, учитывающий правило знаков для продольной силы.

Составим уравнение равновесия для отсечённой части:
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F1 + N = 0.
Отсюда имеем

N = – F1 = – 2,2 кН.
Полученный в ответе знак «минус» означает, что направление продольной силы, показанное на рисунке, не соответствует истинному, т.е. она направлена влево, на сжатие.

Для построения эпюры N проводим её нулевую линию параллельно продольной оси стержня. Полученный результат является постоянной отрицательной величиной. Поэтому на эпюре ей соответствует горизонтальная линия, проведенная ниже нулевой линии на расстоянии, отложенном в выбранном масштабе. Знак «минус» на таком рисунке указывается в кружочке, сама эпюра штрихуется перпендикулярно нулевой линии, т.е. вертикально. В избранном масштабе штриховые линии изображают значения продольных сил в сечениях. Поэтому штриховать эпюры следует строго вертикально (не горизонтально, не наклонно).

Теперь найдём нормальные напряжения:
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Здесь при подстановке чисел в формулу следует перейти к единицам измерения в системе СИ. Поэтому значение продольной силы 
[image: image96.wmf]1

N

 в кН в числителе домножают на 103 с тем, чтобы преобразовать его в Н. По той же причине знаменатель дроби домножают на 10-6, чтобы перевести мм2 в м2.

Перейдём к определению относительных деформаций. По закону Гука,
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В таком же порядке рассматриваются и другие участки.

2 участок. z 
[image: image98.wmf]Î

[0; l]
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Такие же действия, как для первого участка, приведут к следующим результатам:
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Получена линейная функция. Поэтому эпюра будет прямолинейной. Достаточно найти две её точки. 

N(0) = – 2,2 кH.

Знак «минус» означает, что избранное направление стрелки не соответствует действительному, т.е. здесь сила направлена влево, к сечению, на сжатие.
N(l) = –2,2 + 20·0,24 = 2,6 кH.

По полученным двум числам строим эпюру продольной силы для данного участка в виде прямой наклонной линии.

Найдём нормальные напряжения. В общем виде имеем линейную функцию:
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Определим её значения в двух точках. На левом конце участка


[image: image102.wmf].
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На правом конце
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Соответствующие относительные деформации 
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[image: image105.wmf](
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3 участок. z 
[image: image107.wmf]Î
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Здесь целесообразно рассматривать правую отсечённую часть. Ось z направляем произвольно, вправо. Продольную силу N изображаем в виде стрелки, направленной влево, в положительную сто​рону, т.е. на растяжение.

[image: image108.wmf].

кН

6

,

2

9

,

1

5

,

4

R

F

N

,

0

R

F

N

,

0

Z

2

2

=

-

=

+

=

=

+

+

-

=

S


Знак «плюс», полученный здесь, означает, что продольная сила по направлению совпадает с показанным на рисунке, т.е. направлена от сечения, налево, на растяжение. 

Получен результат в виде постоянной величины. Поэтому на эпюре будет горизонтальная линия, отложенная от нулевой в том же масштабе, как для предыдущих участков.

Нормальные напряжения в поперечном сечении:
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Относительные деформации:

[image: image110.wmf]4

9

6

3

3

10

25

,

3

10

200

10

65

E

-

×

=

×

×

=

s

=

e

.

[image: image677.png]Zo,

b B




4 участок. 
[image: image111.wmf]]
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Составляем уравнение равновесия и находим продольную силу:

[image: image112.wmf].
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Нормальные напряжения:

[image: image113.wmf].
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Соответствующие относительные деформации: 

[image: image114.wmf].
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Перейдём к определению перемещений. С этой целью по длине стержня намечаем характерные точки a, b, c, d, e, f, для которых будем вычислять перемещения. Они совпадают с границами участков. На втором участке действует распределённая нагрузка. Здесь эпюра перемещений будет криволинейной. Поэтому для её построения нужна ещё одна дополнительная точка. В качестве таковой изберём точку d, которая соответствует поперечному сечению с N, 
[image: image115.wmf]s

 и (, равными нулю. Перемещение в этой точке экстремальное (max или min) для этого участка.

Найдём её положение, приравнивая продольную силу к нулю:
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Отсюда имеем


[image: image117.wmf].
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Теперь можно приступить к непосредственному определению перемещений точек.


[image: image118.wmf],
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так как точка а закреплена, неподвижна.

Перемещение точки b равно удлинению четвёртого участка стержня, т.е.
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Перемещение точки c равно сумме деформаций третьего и четвёртого участков:

[image: image120.wmf].
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Удлинение 
[image: image121.wmf]4
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 уже найдено выше, поэтому:
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Перемещение точки d равно сумме:

[image: image123.wmf],
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где 
[image: image124.wmf]cd
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 – удлинение участка cd. На этом участке относительная деформация – переменная величина, поэтому его удлинение равно площади треугольника на эпюре (, то есть:
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Таким образом, 


[image: image126.wmf].
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Аналогично определяется перемещение точки e: 
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[image: image128.wmf].

мм

042

,

0

м

10

042

,

0

24

,

0

10

75

,

2

10

24

,

0

u

u

u

3

4

3

1

e

1

e

f

-

=

×

-

=

×

×

-

×

=

e

+

=

D

+

=

-

-

-

l

l


Коэффициент запаса прочности найдем по формуле:
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– заданный предел текучести, 
[image: image131.wmf]max

s

– максимальное по модулю значение нормального напряжения в сечениях стержня. Легко заметить по эпюре нормальных напряжений, что 
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Подставляя значения в формулу, имеем:
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Задача 3

Расчёт шарнирно-стержневой системы на прочность
Шарнирно-стержневая система, состоящая из упругих тяг и абсолютно жесткого бруса, нагружена сосредоточенной силой F. Пределы текучести материала на растяжение – (тр, на сжатие – (тс, модуль упругости Е. 
Из расчёта на прочность определить требуемые площади поперечных сечений тяг, вычислить полное перемещение точки приложения силы F. Изобразить деформированное состояние системы.

Примечание: Если в расчётной схеме задачи абсолютно жёсткий брус отсутствует, то подчёркнутое в первой и второй строках условие задачи пропускается, в противном случае – пишется без подчерка. 
	Второе число шифра
	F,
кН
	l,
м
	a,
м
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Пример решения

Исходные данные
	Второе число шифра
	F,
кН
	l,
м
	a,
м
	α,
град.
	(ТР,
МПа
	(ТС,
МПа
	Е,
ГПа
	nт

	5
	25
	0,9
	0,6
	30
	320
	550
	200
	1,5


Расчётная схема                                                   Решение
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Обозначим номера стержней 1, 2, узел А (рис. 1). Расчёты на прочность требуют предварительного определения продольных сил в тягах. Воспользуемся методом сечения и вырежем узел А (рис. 2). Покажем на схеме продольные силы N1, N2, оси x и у. При этом целесообразно направления сил избрать положительными, т.е. на растяжение. Ось у проведена перпендикулярно второму стержню и продольной силе N2 с тем, чтобы уравнение равновесия (Y = 0 содержало одну неизвестную величину N1. Итак, будет:
N1 cos 15( – F cos 45( = 0.
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Отсюда:
N1 = 
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Далее составим второе уравнение равновесия:
(Х = 0,         – N1 cos 60( – N2 cos 45( = 0,

из которого получим:
N2 = – 
[image: image139.wmf]7071
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Знак «минус» в ответе означает, что сила N2 имеет направление, противоположное изображённому на схеме, и будет сжимающей силой.

Требуемые площади поперечных сечений стержней найдутся из условий прочности. 
Стержень 1 – растянутый. Его условие прочности имеет вид: 

(1 = 
[image: image140.wmf]1
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где A1 – искомая площадь сечения, ((р( – допускаемое напряжение на растяжение. Определим его:
((р( = 
[image: image141.wmf]5

,

1

320

n

Т

тр

=

s

 = 213,3 МПа.

Из (1) имеем:
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 = 8,578 · 10-5 м² = 85,78 мм².

Здесь вычисления проводятся в системе единиц измерений СИ, поэтому появились сомножители 10³ и 106.

Стержень 2 – сжатый, его условие прочности имеет вид:
| (2 | = 
[image: image143.wmf]2
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где А2 – искомая площадь сечения, ((с( – допускаемое напряжение на сжатие. Знаки модуля в условии (2) необходимы, потому что действующее сжимающее (а значит, отрицательное) напряжение сравнивается с положительным допускаемым напряжением. Допускаемое напряжение
((с( = 
[image: image144.wmf]5
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Из (2) находим:

[image: image145.wmf]6
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 = 3,529 · 10-5 м2 = 35,29 мм².

Перемещение точки А зависит от деформации тяг. Определим их по формуле закона Гука:
∆l = 
[image: image146.wmf]5
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 = 9,6 · 10-4 м = 0,96 мм,
∆a = 
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Выполним геометрические построения, связанные с деформацией стержней и перемещением шарнира А. Продлим прямую вдоль стержня 1 и на ней отложим отрезок АD, равный удлинению Δl. Стержень 
2 сжимается, поэтому его деформация получена со знаком «минус». Откладываем Δа в сторону укорочения на самом стержне 2, т.е. в виде отрезка АG. Шарнир А должен переместиться в точку пересечения дуг, описанных из центров В, С и проходящих через точки D и G. Поскольку деформации малы (в данном случае – порядка 1 мм), дуги окружностей заменяем перпендикулярами к стержням, и они пересекаются в точке А'.

Дальнейшая задача далее состоит в том, чтобы найти перемещение АА'. Для её решения из точек А и А' проведём горизонтальную и вертикальную составляющие u и v. 

Простые геометрические соображения позволяют записать соотношения:
 Δl = AD = AH – DH = v cos ( – u sin (,

 |Δa| = GA = KA + KG = v cos 45˚+ u cos 45˚.                                          (3)

Нетрудно заметить, что они образуют линейную алгебраическую систему относительно u и v:
0,866 v – 0,5 u = 0,96,

0,7071 v + 0,7071 u = 1,1.

При составлении равенства (3) длина отрезка GA должна иметь положительное значение, поэтому деформация Δa берётся по модулю. Решение системы уравнений даёт:
v = 1,272 мм, u = 0,2834 мм.

Из прямоугольного треугольника АА'М находим:
АА' = 
[image: image148.wmf]2
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Задача 4

Расчёты на растяжение – сжатие ступенчатого стержня с зазором

Прямолинейный упругий стержень с площадью поперечного сечения А, 2А, имеющий зазор Δ в недеформированном состоянии, нагружен вдоль оси силой F. Модуль упругости материала Е = 200 ГПа, предел текучести σТ.
Вычислить значение силы F = F0, при котором зазор закрывается; из расчёта по допускаемым напряжениям найти грузоподъёмность системы [F] и при этом значении силы построить эпюры N, (, u.

	Второе
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шифра
	l,
м
	A,
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	(,
мм
	(т,
МПа
	nт

	1
	0,36
	80
	0,10
	240
	1,5

	2
	0,40
	100
	0,11
	280
	2,0

	3
	0,48
	120
	0,12
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	1,5

	4
	0,50
	140
	0,13
	360
	1,8
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Пример решения

Исходные данные

	Второе

число шифра
	l,
м
	A,
мм2
	(,
мм
	(т,
МПа
	nт

	5
	0,5
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	0,1
	320
	1,6


Расчётная схема
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Рис. 1 
Решение
На расчётной схеме (рис. 1, схема а) изображён стержень в недеформи​рованном состоянии, т.е. при F = 0. Нанесём на чертёж координатную ось z. Вдоль неё стержень имеет три участка, как подписано на рисунке.
При возрастании силы вначале деформируется лишь первый участок. В системе возникает только одна опорная реакция R1 (схема б). Её можно определить из уравнения равновесия, поэтому система – статически определимая. 

При некотором значении силы F = F0 зазор закрывается, второй и третий участки стержня начинают деформироваться, а именно – сжиматься. При ука​занной нагрузке деформация первого участка, вычисляемая по закону Гука, должна равняться величине зазора, то есть:
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Отсюда находим:
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Напряжение в момент закрытия зазора в сечениях первого участка:
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Допускаемое напряжение:
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Напряжение в момент закрытия зазора значительно меньше допускаемого напряжения, то есть:
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Отсюда следует, что грузоподъёмность стержня надо определять при закрытом зазоре. В этом случае уже появляется вторая опорная реакция R2 (схема в), в то время как для их определения имеется лишь одно уравнение равновесия. Это означает, что теперь система стала статически неопределимой.

Величина силы, приложенной к стержню, пока неизвестна, она будет найдена позднее из условия прочности. Но составление условия прочности потребует использования формул для напряжений в сечениях, значит, – продольных сил, опорных реакций и т.д. 
Займёмся опорными реакциями. Составим уравнение равновесия:
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К нему добавим уравнение деформаций:
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Здесь 
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– общее удлинение всего стержня. Для его вычисления отбрасываем правую опору, но её действие заменяем неизвестной опорной реакцией 
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 Тогда получается, что к стержню приложены две внешние активные силы: F и R2 (схема г). По принципу независимости действия сил определяем удлинения от каждой из них и суммируем результаты:
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Упростим левую часть:
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Уравнения (1), (2) представляют систему уравнений относительно двух неизвестных R1 и R2. Отсюда получим:
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Находим продольные силы в сечениях участков с помощью метода сечений:
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Им соответствуют напряжения в поперечных сечениях:
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– растягивающие напряжения,           (4)
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 – сжимающие напряжения,             (5)

 
[image: image172.wmf]0

4

E

A

8

F

A

2

N

3

3

<

D

+

-

=

=

s

l

 – сжимающие напряжения.               (6)

Грузоподъёмность системы должна быть определена по прочности наиболее напряженного участка. Между тем, при неизвестном значении силы F определить наибольшее по абсолютному значению напряжение из трёх, вычисляемых формулами (4)-(6), не удаётся. Легко сравниваются только σ2 и σ3. Очевидно, что σ2 = 2σ3. Значит, определение грузоподъёмности придётся производить дважды: по прочности первого участка и прочности второго участка. Окончательное значение будет равно меньшему из них.

Расчёты по прочности первого участка. Условие прочности имеет вид:
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Допускаемое напряжение:
[σ] =
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Подставим (3) в (7) и запишем:
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Отсюда получим грузоподъёмность как наибольшее значение допускаемой силы:
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Расчёты по прочности второго участка. Условие прочности имеет вид:
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Здесь появление знака «минус» вызвано следующей необходимостью. На​пря​жение σ2 отрицательное, в то время как допускаемое напряжение [σ] – по​ло​жительное. Их сравнение возможно только при наличии минуса в левой части условия прочности.

Подставляя (5) в (9), имеем:
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Отсюда:
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Окончательно получим значение грузоподъёмности, как меньшее из двух результатов: (8) или (10).
[F] = min { [F]1, [F]2} = [F]1 = 50667 Н.

Теперь можно провести вычисления для построения эпюр.

Продольные силы по формулам (3):
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По этим значениям строим эпюру продольных сил (схема д).

Напряжения в поперечных сечениях находим по формулам (4)-(6):
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Этот результат можно было предсказать. Напряжение в сечениях первого участка должно равняться допускаемому напряжению, так как по условию прочности именно первого участка: σ1 = [σ] была найдена сила [F]. Факт совпадения найденного напряжения с допускаемым подтверждает правильность проведённых вычислений.

[image: image183.wmf].

МПа

7

,

106

Па

10

7

,

106

10

100

10667

6

6

2

-

=

×

-

=

×

-

=

s

-



[image: image184.wmf].
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По этим значениям строим эпюру нормальных напряжений (схема е).


На схеме а наметим характерные точки B, C, D, G, для которых будем определять перемещения. Точка B закреплена, поэтому:
uB = 0.
Перемещение точки С равно удлинению первого участка стержня, то есть:
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Перемещение точки D равно сумме деформаций первого и второго участков:
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Удлинение 
[image: image187.wmf]1
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 уже найдено, поэтому можно записать иначе и вычислить:
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Перемещение точки G равно сумме:
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Как и следовало ожидать, перемещение точки G равно величине зазора. Такое совпадение также подтверждает правильность выполненных расчётов. По этим значениям строим эпюру перемещений (схема ж).
Задача 5

Растяжение – сжатие упруго-пластической статически

неопределимой стержневой системы
Шарнирно-стержневая система состоит из тяг, материал которых является идеально упруго-пластическим, и абсолютно жёсткого бруса. Требуется вычислить:

· силу F = Fт, при достижении которой в одной из тяг начинаются пластические деформации, и соответствующие ей значения грузоподъёмности [F]т, продольных сил в тягах N1Т, N2Т и перемещения (BТ точки B;

· предельную нагрузку F = Fпр и соответствующие ей значения грузоподъёмности [F]пр, продольных сил в тягах N1пр, N2пр и перемещения (Впр= (В(Fпр–0);
· построить графики функций: N1(F), N2(F), (B(F), когда сила F возрастает от 0 до F = Fпр+ 0;
· изобразить на рисунке деформированное состояние системы.

Примечание: Если в расчётной схеме задачи абсолютно жёсткий брус отсутствует, то подчёркнутое во второй строке условие задачи пропускается, в противном случае – пишется без подчеркивания. 
	Второе

число 
шифра
	l,
м
	A,
мм2
	(T,
МПа
	E,
ГПа
	(,
град.
	nт

	1
	0,8
	100
	250
	200
	20
	1,5

	2
	0,9
	110
	330
	200
	40
	1,8

	3
	1,0
	200
	55
	110
	50
	2,0

	4
	1,1
	240
	50
	70
	70
	2,5
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Пример решения

Исходные данные

	Второе

число

шифра
	l,
м
	A,
мм2
	(T,
МПа
	E,
ГПа
	(0,
град.
	nТ

	5
	1
	240
	250
	200
	20
	1,6


Расчётная схема                                                         Решение
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На расчётной схеме обозначим номера стальных тяг 1, 2, опорные реакции R1, R2, R3, R4 , точки С, G.
Вычисление нагрузок,
про​дольных сил и перемещений
1) Значение силы FТ найдётся из условия:
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где (i – нормальные напряжения в поперечных сечениях тяг, получаемые из «упругой» задачи. Для их определения сначала найдем опорные реакции R1, R2, затем продольные силы N1, N2.
В данной плоской упругой системе возникают 4 опорные реакции, в то время как для их определения имеются лишь 3 уравнения равновесия. Поэтому она является один раз статически неопределимой. Степень статической неопределимости определяется как разница 4 – 3 = 1. 

Нет необходимости находить опорные реакции R3 и R4, так как они в дальнейших расчётах не применяются. Поэтому определим лишь R1 и R2. Составим уравнение равновесия. Но из всевозможных уравнений равновесия выберем равенство нулю суммы моментов относительно точки G, так как оно содержит именно те неизвестные опорные реакции R1, R2, которые необходимы в расчётах. Другие уравнения равновесия не составляем, так как они содержат R3, R4. Итак, имеем:
( МG = 0, R1a+ R2cos( 2a – F 2a = 0.

Сократим на а и получим:
R1+ 2R2cos( = 2F.                                         (1)

К уравнению (1) необходимо добавить второе уравнение, содержащее те же неизвестные R1, R2. Для его составления покажем на рисунке деформированное состояние конструкции (пунктирные линии). Обозначим точки C΄, D. Ввиду малости деформаций перемещения BB΄, CC΄ – считаются вертикальными, C΄D(CD, BB΄= (l1, CD = (l2. Из подобия треугольников GBB΄ и GCC΄ следует:
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По закону Гука:
(l 1 =
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 Подставим в (2) и запишем:
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 или R2 = 2R1cos(.                                  (3)

(1) и (3) образуют систему линейных алгебраических уравнений относительно R1 и R2. Решая, получим:
R1 = 
[image: image199.wmf]a
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4cos

1

cos

4F

2

a

+

a


Обозначим: 
c1 = cos ( = cos 20˚ = 0,9397,      c2 = 2/(1 + 4 cos2() = 2/(1 + 4· 0,93972) = 0,4413,
l1 = l / EA = 1 / 200 · 109 · 240 · 10-6 = 2,083 · 10-8 м / Н.

Найдем продольные силы:
N1 = R1 = Fc2, N2 = –R2 = –2Fc1c2                                   (4)

и перемещение точки B:
(B = (l 1 = 
[image: image201.wmf]1
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 = N1l1.                                                                   (5)

 Теперь можно найти формулы для нормальных напряжений в поперечных сечениях тяг:
(1 = N1/A = Fc2/A = (0c2 = 0,4413(0,

(2 = N2/A = –2Fc1c2/A = –2(0c1c2 = –0,8294(0,                        (6)

где 
(0 = F/A.

Из сравнения видно, что напряжение во второй тяге по абсолютному значению больше, чем в первой, т.е. | (2 | > (1, поэтому пластические деформации при возрастании силы F возникнут раньше во втором стержне. Найдём формулу для определения FТ. С этой целью приравняем большее из напряжений по модулю к пределу текучести материала:
| (2 | = (T,
или, что то же самое 

0,8294 F/A = (T.

Отсюда:
F = FТ = (TA / 0,8294 = 250 · 106 · 240 · 10-6 / 0,8294 = 72340 Н = 72,34 кН.

Этому значению нагрузки соответствуют продольные силы в тягах, определяемые формулами (4):
N1Т = 72,34 · 0,4413 = 31,92 кН, N2Т = –2 · 72,34 · 0,9397 · 0,4413 = –60 кН,
и перемещение точки B, вычисляемое формулой (5)

(BТ = N1Тl1 = 31920 · 2,083 ·10-8 = 0,665 · 10-3 м = 0,665 мм.

По значению силы FТ можно найти допускаемое значение нагрузки (по-другому – грузоподъёмность системы):
[F]т = FТ / nТ = 72,34 / 1,6 = 45,21 кН.
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Такой метод расчётов называется расчётом по допускаемым напряжениям. Второй и более точный метод расчётов – это расчёт по предельным состояниям (другое название – расчёт по несущей способности). Предельное состояние или исчерпание несущей способности системы наступит при достижении силой F предельного значения, т.е. при F = Fпр, в обеих тягах напряжения будут равны пределу текучести (T:
(1 = (T, (2 = –(T.

И тогда продольные силы имеют значения:
N1пр = (T A = 250·106 · 240 · 10-6 = 60000 Н = 60 кН, N2пр = –(T A = –60 кН.

Здесь на рисунке стержни, в которых уже наступила текучесть, заштрихованы.

Найдем предельную нагрузку Fпр. Составим уравнение равновесия:
( МG = 0, N1пр а – N2пр c1 2а – Fпр2а = 0, 60 + 2 · 60 c1 = 2Fпр.

Отсюда:
Fпр = 60 (1+2с1) / 2 = 60 (1 + 2 · 0,9397) = 86,38 кН.

Перемещение (Bпр = (B(Fпр – 0) вычисляется при F = Fпр – 0. Это означает, что вторая тяга уже «течёт», а первая продолжает оставаться в упругой стадии деформирования, хотя находится на «пределе», т.е. накануне текучести, так что N1 = 60 кН. К первой тяге ещё можно применять закон Гука. Следовательно,
(Bпр = 60000 · 2,083 ·10-8 = 1,25 · 10-3 м = 1,25 мм.

По результатам вычислений построены графики функций (рис. 3, 4): N1(F), N2(F), (B(F); когда сила F возрастает от 0 до F = Fпр+ 0.
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Рис. 3
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Рис. 4
Задача 6

Исследование упруго-пластической статически

неопределимой стержневой системы

(учебно-исследовательская работа)

Шарнирно-стержневая система состоит из тяг, материал которых является идеально упруго-пластическим, и абсолютно жесткого бруса.

Используя ЭВМ, требуется исследовать поведение системы в зависимости от значения угла ((M = {(:(([0о, 80о]} и величины силы F > 0. С этой целью необходимо:

I. Получить формулы для:

1) силы F = Fт, при достижении которой в одной из тяг начинаются пластические деформации, и соответствующих ей значений продольных сил в тягах N1Т, N 2Т и перемещений (BТ;

2) предельной нагрузки F = Fпр и перемещения (Bпр = (B (Fпр – 0);

3) продольных сил N11, N21 и перемещения (B1 от силы F1= 0,5(Fт + Fпр);

4) продольных сил N12, N22 и перемещения (B2, возникающих в упругой системе от силы разгрузки F2 = –F1;

5) остаточных продольных сил N1о, N2о и перемещения (Bо, возникающих в системе при нагружении силой F1 и последующей разгрузке. 

II. Составить и отладить компьютерную программу в табличном редакторе Excel, вычисляющую все величины, указанные в п. 1, при изменении угла ( с шагом 10(. Результаты счёта выдать на печать в виде таблицы, содержащей (, Fт, N1T, N2Т, (BТ, Fпр, (Bпр, F1, N11, N21, (B1, N12, N22, (B2, N1о, N2о, (Bо.

III. Построить графики функций: 

1) Fт ((), Fпр ((), N1о ((), N2о ((), (Bо ((); ( ( M;

2) N1(F), N2(F), (B(F); (=(0, сила F возрастает от 0 до F = Fпр+ 0 и убывает от F1 до 0.

IV. Указать значение угла ( = (*, при котором система является оптимальной по грузоподъёмности, т.е. Fпр ((*) = 
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V. Изобразить на рисунке деформированное состояние системы.

Примечание 1: Если в расчётной схеме задачи абсолютно жёсткий брус отсутствует, то подчёркнутое во второй строке условие задачи пропускается, в противном случае – не подчеркивается. 

	Второе

число шифра
	l,
м
	A,
мм2
	(T,
МПа
	E,
ГПа
	(0,
град.

	1
	0,8
	100
	250
	200
	20

	2
	0,9
	110
	330
	200
	50

	3
	1,0
	200
	55
	110
	50

	4
	1,1
	240
	50
	70
	70


Примечание 2: Расчётные схемы задачи 6 совпадают с расчётными схемами задачи 5, данными выше, поэтому повторно не приводятся.

Пример решения

Исходные данные

	Второе

число шифра
	l,
м
	A,
мм2
	(T,
МПа
	E,
ГПа
	(0,
град.

	5
	1
	240
	250
	200
	20


Расчётная схема                                               Решение
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На расчётной схеме обозначим номера стальных тяг 1, 2, опорные реакции R1, R2, R3, R4, точки С, G.
I. Получение теоретических формул

Значение силы FТ найдётся из условия:
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где (i – нормальные напряжения в поперечных сечениях тяг, получаемые из «упругой» задачи. Для их определения сначала найдем опорные реакции R1, R2, затем продольные силы N1, N2.
В данной плоской упругой системе возникают 4 опорные реакции, в то время как для их определения имеются лишь 3 уравнения равновесия. Поэтому она является один раз статически неопределимой. Степень статической неопределимости определяется как разница 4 – 3 = 1.

Нет необходимости находить опорные реакции R3 и R4, так как они в дальнейших расчётах не применяются. Поэтому определим лишь R1 и R2. Составим уравнение равновесия. Но из всевозможных уравнений равновесия выберем равенство нулю суммы моментов относительно точки G, так как оно содержит именно те неизвестные опорные реакции R1, R2, которые необходимы в расчётах. Другие уравнения равновесия не составляем, так как они содержат R3, R4. Итак, имеем:
( МG = 0, R1a + R2cos( 2a – F 2a = 0.

Сократим на а и получим:
R1 + 2R2cos( = 2F.                                                (1)

К уравнению (1) необходимо добавить второе уравнение, содержащее те же неизвестные R1, R2. Для его составления покажем на рисунке деформированное состояние конструкции (пунктирные линии). Обозначим точки C, C΄, D. Ввиду малости деформаций перемещения BB΄, CC΄ – считаются вертикальными, C΄D(CD, BB΄= (l1, CD = (l2. Из подобия треугольников GBB΄ и GCC΄ следует:
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( 2BB' = CC', т.е. 2(l1 = (l2 /cos(.                       (2)

По закону Гука:
(l 1 =
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Подставим в (2) и запишем: 
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 или R2 = 2R1cos(.                                (3)

(1) и (3) образуют систему линейных алгебраических уравнений относительно R1 и R2. Решая, получим:
R1 = 
[image: image211.wmf],
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Обозначим:
c1 = cos (,      c2 = 2/(1 + 4cos2(), l1 = l/EA.
Найдем продольные силы:
N1 = R1 = Fc2, N2 = –R2 = –2Fc1c2                                   (4)

и перемещение точки B 

(B = (l1 = 
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Теперь можно найти формулы для нормальных напряжений в поперечных сечениях тяг:
(1 = N1/A = Fc2/A = (0c2, (2 = N2/A = –2Fc1c2/A = –2(0c1c2,            (6)

где (0 = F/A.

При малых значениях угла ( (например, 0) | (2 | > (1, поэтому пластические деформации при возрастании силы F возникнут раньше во втором стержне. При больших значениях угла ( (1 > | (2 |, поэтому пластические деформации раньше начнутся в первом стержне. Некоторое значение ( = (1, при котором (1 = | (2 |, разделяет эти два случая. Найдем его, приравнивая напряжения (6), без учёта знака «минус»:
(0 с2 = 2(0с1с2,           1 = 2c1,           c1 = 0,5 ( ( = (1 = 60 o.

Таким образом, множество конструкций М будет иметь два подмножества, т.е. М = М1 
[image: image214.wmf]U

 М2, то есть:
M1 = ( ( ( ( 0o, 60o ( (, | (2 | ( (1 ,

M2 = ( ( ( ( 60o, 80o ( (, (1 ( | (2 | .
В зависимости от того, какому подмножеству принадлежит (, формулы для определения FТ будут разными.

 ( ( M1: 
| (2 | = (T ( 
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Отсюда:
F = FТ = (TA/2c1c2 .
Обозначим S = (TA и получим:
FT = S/2c1c2.                                                                                     (7)

( ( M2: 
(1 = (T ( 
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Отсюда:
F = FТ = S / c2.                                                (8)

После того, как будет найдена сила FT по одной из формул (7), (8), можно вычислить соответствующие продольные силы в тягах и перемещение точки B по формулам (4), (5):
N1T = N1 (FT ) = FT c2, N2T = N2 (FT ) = –2FT c1 c2, (BT = N1T l1.
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При достижении силой F предельного значения, т.е. при F = Fпр, в обеих тягах напряжения будут равны пределу текучести (T:
(1 = (T, (2 = –(T.
И тогда продольные силы имеют значения:
N1 = S, N2 = –S.

Здесь и далее на рисунках стержни, в которых уже наступила текучесть, заштрихованы. Найдем предельную нагрузку Fпр. Составим уравнение равновесия:
( МG = 0,          N1 а – N2 c1 2а – Fпр2а = 0,           т.е. S + 2Sc1 = 2Fпр.

Отсюда: 
 Fпр = S (1+2с1) / 2.                                                                           (9)

 Перемещение (Bпр = (B(Fпр – 0) вычисляется при F = Fпр – 0. Это означает, что один из стержней уже «течёт», а другой продолжает оставаться в упругой стадии деформирования, хотя находится на «пределе», т.е. накануне текучести. К этому стержню ещё можно применять закон Гука. Из описанного следует, что формулы для подмножеств М1 и М2 будут разными.

 ( ( М1: стержень 1 является упругим, в стержне 2 наступили пластические деформации. Следовательно, 

(Bпр = N1 l1 = Sl1.

 ( ( М2: стержень 2 является упругим, а стержень 1 находится в состоянии пластического деформирования. Поэтому перемещение точки B вычисляется с помощью деформации стержня 2.
(Bпр = CC΄ / 2 = (l2 /2с1 = N2 l1 / 2с1 = S l1 / 2с1.
Возьмём теперь значение силы, промежуточное между FT и Fпр:
F1 = 0,5(FT + Fпр).

Ему соответствует такое деформированное состояние тяг, когда одна из них уже «течёт», а другая работает упруго. Какими из них конкретно являются стержни 1 и 2, зависит от рассматриваемого подмножества конструкций. 

 ( ( М1: |(2 | ( (1. Тяга 2 «течёт», тяга 1 остается упругой.
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(2 = –(T ( N21 = –(TA = –S.

Найдем N11 из уравнения равновесия:
(МG = 0, N11а – N21c1 2а – F12а = 0.    (10)

Отсюда:
N11 = 2 N21 c1 + 2F1 = 2 (N21 c1 + F1).

Cиле F1 соответствует перемещение точки B:
(B1 = (l1 = N11 l1.
( ( М2: (1 ( |(2 |. Тяга 1 «течёт», тяга 2 остается упругой. 
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(1 = (T ( N11 = (TA = S.
Найдем N21 из уравнения равновесия (10):

N21 = (N11 – 2F1) / 2 c1,
δB1 = CC΄ / 2 = (l2 / 2с1 = | N21| l1 / 2с1 .

 Разгрузка (уменьшение силы F1 до значения 0) эквивалентна приложению силы F2 = –F1 в обратном направлении. Поэтому в стержнях при разгрузке возникают новые напряжения обратного знака: в 1 – сжимающие, в 2 – растягивающие. Точка B при этом перемещается вверх. Продольные силы и перемещение будут определяться как при деформировании в упругой стадии по формулам (4) и (5):
N12 = F2 c2 , N22 = –2F2 c1 c2 , (B2 = N12 l1.
Остаточная продольная сила в тяге 1 получается путем суммирования продольных сил от нагрузок F1 и F2, то есть:
N1о = N1(F1 ) + N1(F2 ) = N11 + N12.

Аналогично:
N2о = N21 + N22, (Bо = (B1 + (B2.

По полученным формулам редактор Excel дал результаты счёта, представленные в таблице. 

Идентификаторы переменных в программе приняты близкими к обозначениям в тексте решения задачи (насколько позволяет интерпретатор системы Excel), поэтому пояснения к таблице не приводятся. Во избежание возникновения в результатах вычислений слишком больших или слишком маленьких чисел, при присвоении численных значений идентификаторам программы для исходных значений применены единицы измерения: l – мм, 
A – мм2, (T – кН/мм2, E – кН/мм2. Как следствие, вычисленные компьютером силы измеряются в кН, а перемещения – в мм.
II. Результаты счёта в табличном редакторе Excel
	(
	градус
	0
	10
	20
	30
	40
	50
	60
	70
	80

	c1
	
	1,000
	0,985
	0,940
	0,866
	0,766
	0,643
	0,500
	0,342
	0,174

	c2
	
	0,400
	0,410
	0,441
	0,500
	0,597
	0,754
	1,000
	1,362
	1,785

	Fт
	кН
	75,00
	74,32
	72,34
	69,28
	65,54
	61,90
	60,00
	44,04
	33,62

	N1т
	кН
	30,00
	30,46
	31,93
	34,64
	39,16
	46,67
	60,00
	60,00
	60,00

	N2т
	кН
	–60,00
	–60,00
	–60,00
	–60,00
	–60,00
	–60,00
	–60,00
	–41,04
	–20,84

	(Вт
	мм
	0,625
	0,635
	0,665
	0,722
	0,816
	0,972
	1,250
	1,250
	1,250

	Fпр
	кН
	90,00
	89,09
	86,38
	81,96
	75,96
	68,57
	60,00
	50,52
	40,42

	(Впр
	мм
	1,250
	1,250
	1,250
	1,250
	1,250
	1,250
	1,250
	1,827
	3,599

	F1
	кН
	82,50
	81,70
	79,36
	75,62
	70,75
	65,24
	60,00
	47,28
	37,02

	N11
	кН
	45,00
	45,23
	45,96
	47,32
	49,58
	53,34
	60,00
	60,00
	60,00

	N21
	кН
	–60,00
	–60,00
	–60,00
	–60,00
	–60,00
	–60,00
	–60,00
	–50,52
	–40,42

	(В1
	мм
	0,938
	0,942
	0,958
	0,986
	1,033
	1,111
	1,250
	1,539
	2,425

	F2
	кН
	– 82,50
	–81,70
	–79,36
	–75,62
	–70,75
	–65,24
	–60,00
	–47,28
	–37,02

	N12
	кН
	–33,00
	–33,49
	–35,02
	–37,81
	–42,27
	–49,18
	–60,00
	–64,42
	–66,07

	N22
	кН
	66,00
	65,96
	65,82
	65,49
	64,77
	63,23
	60,00
	44,06
	22,95

	(В2
	мм
	–0,688
	–0,698
	–0,730
	–0,788
	–0,881
	–1,025
	–1,250
	–1,342
	–1,376

	N1о
	кН
	12,00
	11,74
	10,94
	9,51
	7,31
	4,15
	0,000
	–4,42
	–6,07

	N2о
	кН
	6,00
	5,96
	5,82
	5,49
	4,77
	3,23
	0,000
	–6,46
	–17,47

	(Во
	кН
	0,250
	0,245
	0,228
	0,198
	0,152
	0,086
	0,000
	0,197
	1,048


III. Графики функций

По результатам счёта на ЭВМ строим графики функций.
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Следует обратить внимание на то, что первые четыре графика построены с использованием всей таблицы результатов вычислений, а последние два – по данным, полученным лишь при значении угла α = α0 = 20°.
IV. Оптимальная система

По таблице и графику Fпр(() очевидно, что 

Fпр (0) = 
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Это означает, что при нулевом значении угла наклона второй тяги, т.е. её вертикальном расположении, конструкция является оптимальной по грузоподъёмности.
Задача 7

Геометрические характеристики поперечного сечения
Задано поперечное сечение стержня, состоящее из трех элементов. 
1. Вычислить:

а) общую площадь A;

б) координаты центра тяжести xc , yc;

в) осевые и центробежные моменты инерции Jx, Jy, Jxy относительно произвольных осей, проведенных через центр тяжести;

г) значения главных моментов инерции Jmax, Jmin;

д) углы наклона главных осей инерции (1, (2;

е) значения главных радиусов инерции imax, imin.

2. Вычертить сечение в масштабе 1:2 с указанием всех размеров, осей, углов, используемых в расчётах или найденных в ходе вычислений.

	Второе число шифра
	Лист

(мм)
	Двутавры

стальные

ГОСТ

8239-97
(№)
	Швеллеры
стальные
ГОСТ 

8240-89

(№)
	Уголки
равно-

полочные

ГОСТ
8509-93

(мм)
	Уголки
неравно-

полочные

ГОСТ
8510-86

(мм)

	1
	160 × 6
	10
	12
	100 × 10
	110 × 70 × 8

	2
	160 × 8
	12
	10
	100 × 12
	125 × 80 × 7

	3
	180 × 4
	10
	12
	110 × 8
	125 × 80 × 8

	4
	180 × 6
	12
	10
	125 × 8
	125 × 80 ×10
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Пример решения

Сечение
[image: image224.png]~ 3,32
100x63x8— /
il





Рис. 1

Исходные данные

	Второе 
число шифра
	Лист

(мм)
	Швеллеры стальные

ГОСТ 8240-97  (№)
	Уголки
неравнополочные

ГОСТ 8510-86 (мм)

	5
	140 × 7
	14
	100 × 63 × 8


Решение

[image: image687.png]


Элементам поперечного сечения присвоим номера, показанные в кружочках: 1 – уголок неравнополочный, 2 – лист, 3 – швеллер.

Наметим центры тяжести для каждого элемента, соответственно их номерам: C1, C2, C3. Проведем через них координатные оси, принадлежащие каждому элементу, и обозначим их: x1, y1, x2, y2, x3, y3. Проведем оси x0 и y0 с произвольно избранным началом координат С0. Нанесем на чертеж основные размеры.

Предварительно определим геометрические характеристики для каждого элемента, необходимые для последующих вычислений.

1. Уголок неравнополочный 
[image: image225.wmf].
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 Изобразим его в стандартном положении (рис. 2) и выпишем из таблицы ГОСТ 8510-86 данные. Площадь сечения А1 = 12,6 см2, осевые моменты инерции Jx = 127 см4, Jy = 39,2 см4, Jumin = 23,4 см4, 
[image: image226.wmf]391

,
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, x0 = 1,5 см, y0 = 3,32 см.

Координаты центра тяжести в системе осей x0C0y0
x1 = 10 – 3,32 = 6,68 см, y1 = 14 – 1,5 = 12,5 см.

Стандартное положение уголка по рис. 2 не совпадает с его фактическим положением по рис. 1. Поэтому осевые моменты инерции необходимо записать относительно осей x1 и y1: 
[image: image227.wmf]y

x
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= 39,2 см4, 
[image: image228.wmf]x

y

J
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= 127 см4. Центробежный момент инерции уголка необходимо вычислить. Ось u на рис. 2 или та же ось u1 на рис. 1 является главной осью уголка с минимальным осевым моментом. Угол наклона такой оси вычисляется по формуле:
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При этом, если в результате вычислений получается знак «плюс» главная ось будет повернута против часовой стрелки, если знак «минус» – по часовой стрелке. По рис. 1 ось u1 повернута на угол 
[image: image230.wmf]a

 по часовой стрелке. Отсюда следует, что угол отрицательный и к табличному значению тангенса следует приписать знак «минус». Таким образом, для уголка по рис. 1 формула (1) принимает вид:
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Из неё находим центробежный момент инерции:
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 EMBED Equation.3  [image: image233.wmf].
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Полученный знак «минус» подтверждается рис. 1, т.е. большая часть уголка расположена во второй и четвёртой четвертях координатной плоскости, дающих отрицательные значения центробежного момента.

2. Лист. При аналогичных обозначениях:
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Оси x2 и y2 являются осями симметрии, поэтому центробежный момент инерции равен нулю, т.е. 
[image: image239.wmf]2
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3. Швеллер № 14. Изобразим его в положении, заданном ГОСТ 8240-89, и выпишем данные:
[image: image688.png]


A3 = 15,6 см2, Jx = 491 см4, Jy = 45,4 см4.

С учётом того, что положения швеллера по рис. 1 и рис. 3 не совпадают, запишем для осей x3, y3 на рис. 1:
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Кроме того, по этим же рисункам
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Ось y3 является осью симметрии швеллера. Поэтому 
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3

y

x

J

= 0.

Общая площадь сечения:
A = A1 + A2 + A3 = 12,6 + 9,8 + 15,6 = 38 см2.

Координаты центра тяжести сечения:
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По этим значениям на рис. 1 намечаем точку С и через неё проводим центральные оси x и y.

Расстояния между параллельными вертикальными осями:
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Расстояния между параллельными горизонтальными осями:
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Осевые моменты инерции относительно центральных осей:
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Центробежный момент инерции относительно центральных осей:
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Главные моменты инерции:
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Углы наклона главных осей инерции:
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Как и следовало ожидать, главные оси перпендикулярны, то есть:
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Главные радиусы инерции:
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Сечение в масштабе 1:2 вычерчено (рис. 1) с указанием основных размеров, осей, углов, используемых в расчётах или найденных в ходе вычислений.

Задача 8

Геометрические характеристики и оптимизация формы сечения
Задано поперечное сечение стержня, состоящее из трех элементов. 

1. Вычислить:

а) общую площадь A;

б) координаты центра тяжести xc, yc;

в) осевые и центробежные моменты инерции Jx, Jy, Jxy относительно произвольных осей, проведенных через центр тяжести;

г) значения главных моментов инерции Jmax, Jmin;

д) углы наклона главных осей инерции (1, (2;

е) значения главных радиусов инерции imax, imin.

2. Проверить на ЭВМ в диалоговом режиме результаты ручного счёта (п. 1).

3. Вычертить сечение в масштабе 1:2 с указанием всех размеров, осей, углов, используемых в расчётах или найденных в ходе вычислений.

4. Для получения более оптимального поперечного сечения с увеличенным максимальным главным моментом инерции Jmax изменить взаимное расположение элементов сечения и на ЭВМ вычислить координаты центра тяжести, Jmax, Jmin, углы наклона соответствующих осей.

5. Вычертить изменённое сечение в масштабе 1:2 с указанием вспомогательных и главных осей.

6. Вычислить отношения максимальных моментов инерции исходного и вновь образованного сечений.
Примечание: Схемы сечений и таблица исходных данных задачи 8 – такие же, как, данные выше и в задаче 7, и поэтому повторно не приводятся.

Нижеследующий текст при оформлении работы не пишется!

УКАЗАНИЯ ПО РАБОТЕ НА ЭВМ

1. Работа на ЭВМ осуществляется в диалоговом режиме с программой, записанной на компьютере. Она требует ввода исходных данных и результатов вычислений. Поэтому перед работой на ЭВМ необходимо определить для элементов заданного сечения координаты их центров тяжести xi, yi относительно произвольно взятых координатных осей, площади Ai, моменты инерции Jx
[image: image260.wmf]i

, Jy
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, Jx
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y
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 (i = 1, 2, 3) относительно координатных осей, проведённых через их собственные центры тяжести, и по запросу ЭВМ вводить их. Они являются исходными данными и не проверяются ЭВМ.

2. Выполнить вручную вычисления по пункту 1 задачи. Результаты этих вычислений вводятся в ЭВМ, контролируются ею, о чем выдаются соответствующие сообщения на экран дисплея. При неправильном значении какого-либо результата остальные не будут проверяться, пока ошибка не будет исправлена.

3. Для получения более оптимального поперечного сечения, т.е. с увеличенным максимальным главным моментом инерции Jmax, необходимо изменить взаимное расположение элементов сечения, стараясь придать фигуре сечения как можно более вытянутую форму.

4. Вычислить вручную данные изменённого поперечного сечения: xi, yi, Ai, Jx
[image: image264.wmf]i

, Jy
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y
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 (i = 1, 2, 3) и ввести их по запросу ЭВМ.

5. Компьютер выдаёт на печать результаты счёта для изменённого сечения, которые используются при выполнении пунктов 5, 6 задачи и включаются в оформление работы.

Пример решения

Сечение
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Исходные данные

	Второе
число шифра
	Лист

(мм)
	Швеллеры стальные

ГОСТ 8240-97 (№)
	Уголки
неравнополочные

ГОСТ 8510-86 (мм)

	5
	140 × 7
	14
	100 × 63 × 8


Решение

Элементам поперечного сечения присвоим номера, показанные в кружочках: 1 – уголок неравнополочный, 2 – лист, 3 – швеллер.

Наметим центры тяжести для каждого элемента, соответственно их номерам: C1, C2, C3. Проведем через них координатные оси, принадлежащие каждому элементу и обозначим их: x1, y1, x2, y2, x3, y3. Проведем оси x0 и y0 с произвольно избранным началом координат С0. Нанесём на чертеж основные размеры.

Предварительно определим геометрические характеристики для каждого элемента, необходимые для последующих вычислений.

[image: image689.png]


1. Уголок неравнополочный 
[image: image269.wmf].
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 Изобразим его в стандартном положении (рис. 2) и выпишем из таблицы ГОСТ 8510-86 данные. Площадь сечения 
А1 = 12,6 см2, осевые моменты инерции Jx = 127 см4, Jy = 39,2 см4, Jumin = 23,4 см4, 
[image: image270.wmf]391
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, x0 = 1,5 см, y0 = 3,32 см.

Координаты центра тяжести в системе осей x0C0y0:
x1 = 10 – 3,32 = 6,68 см, y1 = 14 – 1,5 = 12,5 см.

Стандартное положение уголка по рис. 2 не совпадает с его фактическим положением по рис. 1. Поэтому осевые моменты инерции необходимо записать относительно осей x1 и y1: 
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x

J

J

1

=

= 39,2 см4, 
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= 127 см4. Центробежный момент инерции уголка необходимо вычислить. Ось u на рис. 2 или та же ось u1 на рис. 1 является главной осью уголка с минимальным осевым моментом. Угол наклона такой оси вычисляется по формуле:
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При этом, если в результате вычислений получается знак «плюс», главная ось будет повернута против часовой стрелки, если знак «минус» – по часовой стрелке. По рис. 1 ось u1 повернута на угол 
[image: image274.wmf]a

 по часовой стрелке. Отсюда следует, что угол отрицательный и к табличному значению тангенса следует приписать знак «минус». Таким образом, для уголка по рис. 1 формула (1) принимает вид:
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Из неё находим центробежный момент инерции:
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 EMBED Equation.3  [image: image277.wmf].
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Полученный знак «минус» подтверждается рисунком 1, т.е. большая часть уголка расположена во 2-й и 4-й четвертях координатной плоскости, дающих отрицательные значения центробежного момента.

2. Лист. При аналогичных обозначениях
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Оси x2 и y2 являются осями симметрии, поэтому центробежный момент инерции равен нулю, т.е. 
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3. Швеллер № 14. Изобразим его в положении, заданном ГОСТ 8240-97, и выпишем данные.
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A3 = 15,6 см2, Jx = 491 см4, Jy = 45,4 см4.

С учётом того, что положения швеллера по рис. 1 и рис. 3 не совпадают, запишем для осей x3, y3 на рис. 1:
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Кроме того, по этим же рисункам
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см

67

,

1

y

3

=


Ось y3 является осью симметрии швеллера. Поэтому 
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Приступим к непосредственным вычислениям по условию задачи. Общая площадь сечения:
A = A1 + A2 + A3 = 12,6 + 9,8 + 15,6 = 38 см2.

Координаты центра тяжести сечения:
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По этим значениям на рис. 1 намечаем точку С, и через неё проводим центральные оси x и y.

Расстояния между параллельными вертикальными осями:
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Расстояния между параллельными горизонтальными осями:
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Осевые моменты инерции относительно центральных осей:
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Центробежный момент инерции относительно центральных осей:
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Главные моменты инерции:
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Углы наклона главных осей инерции:
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Как и следовало ожидать, главные оси перпендикулярны, то есть
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Главные радиусы инерции:
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Результаты этих вычислений проверены на ЭВМ и их правильность подтверждена.

Чем больше значение Jmax, тем сечение оптимальнее, т.е. стержень способен воспринимать большую нагрузку. Попробуем скомпоновать данное сечение по-иному с целью увеличения значения Jmax. Вообще по определению для осевого момента инерции
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Отсюда следует, что для увеличения Jx надо постараться увеличить значение y в подынтегральном выражении. Этого можно добиться, «удлиняя», «вытягивая» сечение. Разумеется, аналогичные эффекты будут иметь место и при удлинении формы сечения вдоль оси х или вообще вдоль любой другой произвольной оси.

Пусть изменённое сечение выглядит как на рис. 4. 
Теперь исходные геометрические характеристики элементов будут следующими:
x1 = 1,5 см, y1 = 14 + 14 + 10 – 3,32 = 34,68 см,

A1 = 12,6 см, 
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 A2 = 9,8 см2,
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x3 = 1,67 см, y3 = 
[image: image314.wmf],

см

7

2

14

=

 A3 = 15,6 см2,
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После ввода этих данных компьютер выдал результаты счёта:
xc = 1,273 см, yc = 19,8 см, Jmax = 6138 см4,

Jmin = 96,45 см4, 
[image: image318.wmf].
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Отношение моментов инерции исходного и вновь образованного сечений составляет:

[image: image319.wmf].

797

,

2

4

,

2194

9

,

6137

k

=

=


Как можно заметить, достигнуто существенное увеличение максимального осевого момента инерции.

Сечение в масштабе 1:2 вычерчено (рис. 1) с указанием основных размеров, осей, углов, используемых в расчётах или найденных в ходе вычислений.

Задача 9

Кручение статически неопределимого стержня

Стальной стержень переменного сечения нагружен моментами М1, М2. Модуль сдвига материала G = 80 ГПа.

Требуется: раскрыть статическую неопределённость; построить эпюры крутящих моментов Мк и наибольших касательных напряжений (max; определить размеры поперечных сечений из расчёта на прочность по допускаемым напряжениям; построить эпюру углов закручивания (.

	Второе число шифра
	М1,
кНм
	М2,
кНм
	l,
м
	h/b
	D/b
	d/b
	Dср/b
	(т, МПа
	nт

	1
	8
	6
	0,4
	1,0
	2,0
	1,0
	1,5
	120
	1,5

	2
	6
	7
	0,8
	2,0
	1,5
	1,0
	1,2
	200
	2,0

	3
	5
	8
	0,6
	1,5
	2,0
	0,8
	1,8
	180
	1,8

	4
	7
	5
	0,5
	2,0
	1,8
	1,2
	1,6
	160
	1,6
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Пример решения

Исходные данные

	Второе число шифра
	М1,
кНм
	М2,
кНм
	l,
м
	h/b
	d/b
	Dср/b
	(т, МПа
	nт

	5
	7
	5
	0,7
	1,75
	1,1
	1,4
	210
	2,2


Расчётная схема
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Решение

Обозначим продольную ось z, точки A и B, номера участков 1, 2, 3. Концы стержня защемлены, поэтому возникают реактивные моменты MA и MB, которые необходимо вычислить. Количество неизвестных опорных реакций равно двум, а уравнение статики для данной системы сил единственное, а именно:
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 MA – M1 + M2 – MB = 0.                                 (1)

Поэтому данная система один раз статически неопределима. Кроме уравнения (1), требуется составить еще одно уравнение, содержащее те же неизвестные MA и MB. С этой целью поступим следующим образом. Отбросим правое защемление, но его влияние заменим моментом MB, пока неизвестным по величине и направлению. Таким образом, получим расчётную схему 2), эквивалентную исходной схеме 1). Теперь к стержню приложены три нагрузки: M1, M2, MB в виде моментов, в том числе и искомый – MB. Поскольку правый конец стержня на самом деле защемлён, угол поворота этого сечения вокруг продольной оси стержня должен быть равным нулю, т.е. [image: image325.wmf]0

B

=

j

. Такой поворот в точке B является результатом действия трех силовых факторов: M1, M2, MB.

По принципу независимости действия сил угол поворота сечения B можно сначала подсчитать от каждого момента, и результаты затем просуммировать. Поступая так, получим второе уравнение, дополняющее (1):
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При составлении этого уравнения учтено, что момент M1 закручивает лишь первый участок стержня, момент M2 – участки 1 и 2, а момент MB – все три участка. Сократим левую часть уравнения (2) на 
[image: image327.wmf]l

 и G и получим:
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                  (3)

Уравнения (1) и (3) образуют систему для определения MA и MB. Для её решения сначала необходимо определить моменты инерции J
[image: image329.wmf],
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Первый участок стержня представляет собой тонкостенную трубу с соотношением размеров Dср : 
[image: image332.wmf]d

 = 10. Для её сечения 
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Сечение стержня второго участка – сплошное круглое. Его момент инерции при кручении:
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)

.

b

1437

,

0

32

b

1

,

1

14

,

3

32

d

J

4

4

4

к

2

=

=

p

=

                                   (5)

Третий участок стержня имеет прямоугольное поперечное сечение. Поэтому

J
[image: image335.wmf]3
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 EMBED Equation.3  [image: image336.wmf].
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Здесь 
[image: image337.wmf]b

 – табулированный коэффициент, зависящий от соотношения сторон прямоугольника. Для заданного соотношения h/b = 1,75 его значение берётся из таблицы учебника [15]: 
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Значения крутящих моментов и найденные значения моментов инерции сечений подставляем в (3):

[image: image341.wmf].
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Сокращаем во всех слагаемых b4, проводим несложные арифметические подсчёты и получаем:
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После преобразований уравнение принимает вид:
12,94 MB = 28,17.

Отсюда имеем:
MB = 
[image: image343.wmf]=
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Из уравнения (1) находим реактивный момент в защемлении левого конца:
MA = M1 – M2 + MB = 7 – 5 + 2,176 = 4,176 кНм.

Теперь можно приступить к построению эпюры крутящих моментов. В произвольном месте каждого участка стержня проведём сечения 1-1, 2-2 и 3-3.
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Для примера рассмотрим первый участок подробно. Возьмем левую отсечённую часть и покажем крутящий момент в сечении M
[image: image344.wmf].
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 Хотя его направление можно выбирать произвольно, лучше избрать положительное направление, т.е. такое, чтобы при взгляде в торец отсечённой части он был виден направленным против хода часовой стрелки.

Весь стержень находится в равновесии. Значит, и любая отсечённая от него часть должна быть в равновесии. Следовательно, можно записать уравнение равновесия:
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Отсюда имеем:
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 EMBED Equation.3  [image: image348.wmf].
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Знак «минус» указывает на то, что в данном сечении крутящий момент противоположен по направлению показанному на чертеже, т.е. направлен по часовой стрелке. Значит, получившийся знак автоматически удовлетворяет правилу знаков. Это следствие того, что заранее направление крутящего момента было выбрано положительным.

Аналогичные действия приведут к моментам в сечениях второго и третьего участков:
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По итогам вычислений строим эпюру крутящих моментов. Размеры поперечного сечения стержня необходимо находить из условия прочности:
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Здесь 
[image: image352.wmf]i

 – номера участков. Левая часть неравенства есть наибольшее значение касательного напряжения по модулю для всего стержня. Правая часть – допускаемое напряжение для материала по касательным напряжениям. Установим их. Для каждого участка найдем максимальное касательное напряжение по общей формуле:
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Крутящие моменты уже найдены. Определим моменты сопротивления при кручении:
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В последней формуле α – табулированный коэффициент, зависящий от соотношения сторон прямоугольника. Для заданного соотношения h/b = 1,75 его значение взято из таблицы учебника [15]: 
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Для каждого участка определяем локальные максимумы касательных напряжений:
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Из сравнения результатов видим, что опасными являются сечения второго участка.

Допускаемое касательное напряжение
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Условие прочности (8) принимает конкретный вид:
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Отсюда определяем ширину прямоугольного сечения:


[image: image363.wmf].

мм

38

,

48

м

04838

,

0

10

45

,

95

10808

b

3

6

=

=

×

³


Остальные размеры находятся из соотношений, заданных условием задачи:
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Зная размер b, теперь по формулам (9)-(11) найдем наибольшее касательное напряжение для каждого участка:
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Максимальное касательное напряжение в сечениях второго участка долж​но получаться в данной задаче равным допускаемому напряжению, так как именно по условию прочности этого участка определён размер b. Небольшая разница, образовавшаяся здесь, – 95,44 МПа вместо 95,45 МПа, – объясняется арифметическими погрешностями округления чисел в ходе вычислений.

С помощью этих результатов строим эпюру наибольших касательных напряжений 
[image: image366.wmf].
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Определим теперь углы закручивания сечений последовательно в точках A, C, D, B. Предварительно по формулам (4), (5), (7) необходимо вычислить моменты июнерции сечений:
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Левый конец стержня закреплён. Поэтому 
[image: image368.wmf].
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 Угол поворота сечения C равен углу закручивания первого участка. Значит,
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Угол поворота сечения D состоит из двух слагаемых: 
[image: image370.wmf],
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 – угол закручивания второго участка стержня. Подставляя, находим:
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Аналогично для сечения B имеем:

[image: image373.wmf].
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Нулевого результата следовало ожидать, так как сечение B защемлено, и его угол поворота, разумеется, должен равняться нулю. По полученным данным строим эпюру углов закручивания 
[image: image374.wmf].
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Задача 10
Прямой поперечный изгиб балки

Для заданной балки построить эпюры Q и М, определить размеры поперечного сечения, вычислить угловое и вертикальное перемещения сечения А. Модуль упругости материала Е = 200 ГПа.

	Второе

число

шифра
	l,

[image: image375.wmf]l

м
	F,
Н
	M,
Нм
	q,
кН/м
	(т,
МПа
	nт

	1
	0,5
	300
	300
	1
	240
	1,5

	2
	0,4
	600
	400
	2
	320
	1,6

	3
	0,3
	700
	200
	3
	360
	1,8

	4
	0,3
	500
	300
	4
	700
	2,0


[image: image376.png]©) 2h | © za
qa 77 M q _
llllllllAlﬁ,{ N 1 g
Ll ] L L =
|F Ll_b’i F

® @

Y— E D=2d, q u F —
ERwww g A, s
> £ A CT alalal

- J | J d i i i

T

o, :

a - F o Moy @
Al Y ¢

RN M

S ! 24) 1, = 3d

an

@ [y ®© q
1 F M. A

u = d i i

i i = 4 ¥

® P -

q =M q_ o

P {zﬂ il

i i i L@J - i 1 = 22





[image: image377.png]-l

BT el

TTEf?

M=

&
/s
‘Z_d‘_l

L
q





[image: image378.png]q

qa

S

s
al2a|a
1 1

)

o
\za‘za‘
S5

qa

]
d;2d

q el F
o | o N
A - g L
. i}
‘ i Lo LA i F !a alaa!
@ R u
@ M F = q [~ 3
i lA%~ O 4
REN E 0 I B 5
2a F E
! ! - ! ! PRI L A
@
o F o u S

P

G
L q

1 1





Пример решения

Исходные данные
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Расчётная схема 
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Рис. 1

Решение

Решение задачи начнём с построения эпюр поперечных сил Q и изгибающих моментов М. 
Проведем координатные оси y и z, как отмечено на расчётной схеме. Покажем опорные реакции R1 и R2. При определении внутренних сил понадобятся опорные реакции, потому займёмся их определением с помощью уравнений равновесия. Целесообразно сначала составить такое уравнение равновесия, которое будет содержать только одно из неизвестных. Наметим точку В и составим уравнение:
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Разделим все слагаемые на l и найдем R2: 
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Составим второе уравнение равновесия:
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Отсюда:
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Далее приступаем к определению внутренних сил Q и М в сечениях балки с помощью метода сечений. Разобьём балку по длине на 3 участка и обозначим их. Рассмотрим каждый участок отдельно. Проведем внутри них произвольные сечения 1-1, 2-2, 3-3.
1 участок. z 
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Для внутренних сил здесь и далее избираются положительные направления, что позволяет получить ответы, учитывающие установленные правила знаков. Они заключаются в том, что положительные поперечные силы создают момент по часовой стрелке относительно отсечённой части, положительные изгибающие моменты растягивают нижние волокна. Получим их из уравнений равновесия. Первое из них даёт поперечную силу:
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Эта величина постоянная, т.е. не зависит от z, поэтому на первом участке эпюра Q является горизонтальной прямой линией. 

Cоставим второе уравнение равновесия и найдём изгибающий момент:
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При составлении этого уравнения момент силы относительно точки С, направленный по часовой стрелке, принят со знаком «плюс». Но это вовсе не обязательно. Мог быть принят и знак «минус», и был бы получен тот же результат. Изгибающий момент в сечениях является линейной функцией z, поэтому потребуются как минимум две точки для построения эпюры. Найдем значения на концах участка:
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[image: image694.png]


По этим результатам строим эпюру изгибающих моментов первого участка в виде прямой линии.
2 участок. z 
[image: image396.wmf]Î
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Рассмотрим левую отсечённую часть балки. Укажем на схеме оси y, z, точку D, поперечную силу Q, изгибающий момент М. 

Поперечную силу находим из уравнения равновесия:
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[image: image399.wmf].
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Поперечная сила является линейной функцией координаты сечения. Необходимо находить значения в двух точках:
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Строим эпюру для этого участка.
Воспользуемся уравнением равновесия для определения изгибающего момента:
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[image: image403.wmf]22
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Изгибающий момент является нелинейной функцией и на графике представляет собой параболу второго порядка. Для её построения находим три точки – по концам участка и посредине^
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[image: image405.wmf].
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Строим соответствующую эпюру по трем значениям в виде кривой линии.
[image: image695.png]


3 участок. z 
[image: image406.wmf]Î
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Для этого участка целесообразнее использовать правую отсечённую часть. Указываем на схеме оси y, z, точку Е, поперечную силу Q, изгибающий момент М. 

Составим уравнение равновесия и определим из него поперечную силу:
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Получена линейная функция, поэтому находим два значения поперечной силы:
Q(0) = – 320 H,       Q(l) = Q(0,4) = 1000 ( 0,4 – 320 = 80 H.

Второе значение совпадает с результатом для данного сечения, полученным во втором участке. 
Теперь найдём изгибающие моменты:
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Полученный результат свидетельствует, что эпюра изгибающих моментов на этом участке является криволинейной, поэтому необходимо иметь три её точки. Очевидно, что две точки целесообразно иметь на концах участка. Положение же третьей точки не совпадает с серединой участка и должно быть установлено. Дело в том, что поперечная сила в некотором сечении этого участка обращается в нуль, и из этого следует, что изгибающий момент в нём является экстремумом функции изгибающего момента. В этом месте поперечная сила меняет знак с плюса на минус, поэтому экстремум является конкретно максимумом. Чтобы установить положение этого сечения, приравняем поперечную силу к нулю:
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Отсюда имеем:
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Подставим это значение в (2) и найдем максимум функции изгибающего момента на этом участке:
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Теперь перейдём к определению размеров поперечного сечения балки. Найдем сначала геометрические характеристики поперечного сечения. В первую очередь необходимо установить положение его центра тяжести и провести главные центральные оси. Сечение симметрично относительно вертикальной оси y, поэтому она является главной и центральной осью. На ней лежит центр тяжести сечения. Найдём его ординату yc. 
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Разбиваем сечение на два элемента: 1 – полукруг, 2 – прямоугольник – и проводим через их центры тяжести координатные оси x1, y1, x2, y2. Выбираем произвольные координатные оси x0 и y0, общие для всего сечения. По отношению к ним и будет вычисляться ордината центра тяжести по формуле:
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где A1, A2 – площади соответствующих элементов, A – площадь всего сечения, y1, y2 – ординаты центров тяжестей тех же элементов в системе координат x0, y0. Установим их значения, выраженные через неизвестный размер a:
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Подставляя найденные значения в формулу (3), получим:
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Намечаем точку C на чертеже и проводим центральную ось x. Она же и будет второй главной осью.

Осевой момент инерции данного составного сечения определяется формулой:
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Расстояния между параллельными горизонтальными осями будут:
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Подставим их в формулу (4):
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Осевой момент сопротивления
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Составим условие прочности:
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И отсюда найдем формулу для осевого момента сопротивления:
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Допускаемое напряжение 
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Численное значение осевого момента сопротивления
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Приравнивая между собой два найденных значения (6) и (7), определяем:
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Остальные размеры выражаются через a.

Для определения углового и вертикального перемещений сечения А воспользуемся методом начальных параметров. Общие формулы имеют вид:
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где θ(z), v(z) – угол поворота и прогиб произвольного сечения балки, θ0, v0 –угол поворота и прогиб в начале координат. Начало координат при этом совпадает с левым шарнирно опертым концом балки, следовательно, v0 = 0. М, F, q – нагрузки, причем положительными являются: момент по часовой стрелке, сосредоточенная сила, направленная вверх, равномерно распределённая нагрузка, направленная вверх, zМ, zF – абсциссы точек приложения момента и сосредоточенной силы, zq – абсцисса начала распределенной нагрузки. В формулу включаются лишь те нагрузки, которые находятся левее сечения, для которого вычисляются перемещения. Для непосредственного пользования формулами (8), (9) необходимо определить θ0. Для этого надо воспользоваться тем, что правый конец балки шарнирно опертый, и его прогиб, вычисляемый по (9) при z = 3
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, должен равняться нулю. Отсюда следует:
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При составлении выражения в правой части второе слагаемое внутри скобки формулы (9) использовано дважды: для силы F и опорной реакции R1. Получившееся есть уравнение с единственным неизвестным θ0, определение которого не представляет труда:
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Знак «минус» в ответе означает, что левый конец балки поворачивается по часовой стрелке. Теперь используем формулы (8), (9) для определения перемещений сечения А. По формуле (8)
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Вычислим осевой момент инерции по ранее найденной формуле (5):
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Следовательно,
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рад

03218

,

0

10

19

,

1

10

200

61

,

76

8

9

A

=

×

×

×

=

q

-


Знак «плюс» в ответе означает, что сечение поворачивается против часовой стрелки.

Аналогично, но по формуле (7), определяем прогиб балки в точке А:
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EMBED Equation.3[image: image445.wmf]

EMBED Equation.3[image: image446.wmf].
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Знак «минус» соответствует перемещению вниз. 

Задача 11

Косой изгиб балки

Задана балка, изготовленная из двух стальных швеллеров, предел текучести материала (т = 240 МПа. Построить эпюры изгибающих моментов в горизонтальной и вертикальной плоскостях; установить положение наиболее опасного сечения, найти нейтральную линию и построить эпюру напряжений, изобразив сечение в масштабе; определить коэффициент запаса по текучести.

	Второе число шифра
	l, 
м
	F,
кН
	М,
кНм

	1
	0,4
	8,1
	3,0

	2
	0,5
	6,3
	3,3

	3
	0,6
	5,4
	2,7

	4
	0,7
	4,2
	3,6
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Пример решения

Исходные данные

	Второе число шифра
	l,
м
	F,
кН
	М,
кНм

	1
	0,6
	5,1
	2,7


Расчётная схема                                         Решение

[image: image697.png]


На исходных чертежах показываем оси x, y, z. Нагрузки, действующие на балку, расположены в горизонтальной и вертикальной плоскостях. Поэтому в поперечных сечениях балки будут действовать изгибающие моменты Mx и My. Из этого следует, что в данном случае имеется косой изгиб. Необходимо построить раздельно эпюры изгибающих моментов в горизонтальной и вертикальной плоскостях. 

[image: image698.png]1 2



Начнём с вертикальной плоскости. Балка имеет вид, изображённый на схеме. Сечения при изгибе поворачиваются вокруг оси х, поэтому здесь действуют изгибающие моменты Мx. Показываем оси y, z, точки А, В, С, опорные реакции R1 и R2. Опорные реакции найдём из уравнений равновесия. Составим такое уравнение, чтобы в нём содержалась лишь одна опорная реакция^
(MA = 0( F (l ( R2 3 l = 0.

Отсюда имеем:
R2 = 
[image: image450.wmf]=
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Теперь составим второе уравнение равновесия:
(Y = 0, R1 – F + R2 = 0,
и из него получим:
R1 = F – R2 = 5,1 – 3,4 = 1,7 кH.

Для построения эпюры изгибающих моментов достаточно найти момент в сечении С:
Mx = R1 2 l = 1,7 · 2 · 0,6 = 2,04 кH.

Концы балки шарнирно закреплены, поэтому изгибающие моменты в концевых сечениях равны нулю. В результате получается эпюра Mx, показанная на рисунке. 

Теперь перейдём к расчётам для горизонтальной плоскости. Расчётная схема имеет вид б). Указываем оси x, z, точки А, В, D, опорные реакции R3, R4. Балку разбиваем на два участка. В данном случае изгибающие моменты обозначаются Мy, поскольку они поворачивают сечения вокруг оси у. 
Найдём опорные реакции, как в предыдущем случае.

(МА = 0, М – R4 3 l = 0, R4 = 
[image: image451.wmf]M2,7

330,6

=

×

l

 = 1,5 кH.
(Y = 0, – R3 + R4 = 0, R3 = R4 = 1,5 кH.

Вычислим изгибающий момент в сечении D слева: 

Му = – R3 l = – 1,5 · 0,6 = – 0,9 кHм.

То же – справа^ 

Мy = R4 2 l= 1,5 · 2 · 0,6 = 1,8 кHм.

[image: image699.png]


Установить сразу опасное сечение балки не удаётся, потому что наибольшие изгибающие моменты Мxmax и Муmax действуют в разных сечениях с разными осевыми моментами сопротивления. Для выявления наиболее опасного сечения придётся рассмотреть два сечения – С и D.

Предварительно найдём геометрические характеристики сечения. С этой целью изобразим сечение, укажем центры тяжести швеллеров C1, С2 и всего сечения – С. Проведём оси x1, y1, x2, у2 – центральные для отдельных швеллеров, а также оси х, у – центральные для всего сечения. Выпишем данные одного швеллера из таблицы ГОСТ8240-97 с учётом его горизонтального положения в данной балке.
А1 = 7,51 см,          h = 6,5 см,       b = 3,6 см,     

zo = 1,24 см,      J
[image: image452.wmf]1

x

= 8,7 см4,        J
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y

 = 48,6 см4.

Расстояние между параллельными осями х1 и x составляет: 

b1 = 
[image: image454.wmf]2
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 + b – zo = 0,3 + 3,6 – 1,24 = 2,66 см.

Вычислим осевые моменты инерции сечения балки:
Jx = 2(J
[image: image455.wmf]1
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 + b
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Jy = 2 J
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y

= 2 · 48,6 = 97,2 см4.

Им соответствуют осевые моменты сопротивления:
Wx=
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Ввиду того, что сечение балки симметричное, максимальное нормальное напряжение в нём можно найти по формуле:
σmax= 
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W

M

W

M

y

y

x

x

+


В сечении С


[image: image461.wmf](max = 
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 = 94.4 · 10 6 = 94,4 МПа.

В сечении D
(max = 
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Из сравнения результатов вид​но, что опасным является сечение С. Построим для него нейтральную линию и эпюру напряжений.

След силовой плоскости является прямой линией с угловым коэффициентом:
k( = tg ( = 
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Отсюда угол наклона к горизонтальной оси:
α = 66,19°.
На рис. 4 покажем изгибающие моменты Mx и My, причём направим их в соответствии с эпюрами, изображёнными на рис. 2. Учтём при этом, что ординаты эпюр, как полагается, отложены со стороны сжатых волокон балки. Конкретно это означает, что изгибающий момент Mx должен быть направлен таким образом, чтобы верхние волокна балки были сжатыми. Аналогично, изгибающий момент My должен быть направлен таким образом, чтобы правые волокна балки были сжатыми. Сказанное влечёт направления Mx и My, показанные на рис. 4, а затем и направление суммарного изгибающего момента М, лежащего в силовой плоскости под углом α, как показано на рисунке. Угол α при этом откладывается против часовой стрелки, так как угловой коэффициент получен в виде положительного числа. 

Нейтральная линия является прямой с угловым коэффициентом:
k2 = tg β = 
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Её угол наклона к горизонтальной оси:
β = – 29,31º.

Получен знак «минус». Следовательно, угол β должен быть отложен на рисунке по часовой стрелке. Как легко можно заметить, силовая плоскость и нейтральная линия не перпендикулярны между собой.

По положениям моментов и нейтральной линии очевидно, что наибольшее растягивающее напряжение должно быть в точке Е, наиболее удалённой от нейтральной линии и находящейся в растянутой зоне сечения. Его численное значение найдено выше.

Для построения эпюры нормальных напряжений требуется определить и наибольшее сжимающее напряжение в сечении. Оно будет в точке G, также наиболее удалённой от нейтральной линии, но уже расположенной с противоположной стороны в сжатой зоне. Вследствие симметричности сечения такое напряжение можно легко установить, т.е. будет:
(min = – (max = – 94,4 МПа.

По двум значениям напряжений по обычным правилам строится эпюра σ. 

Коэффициент запаса по текучести:
nT = 
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Задача 12

Изгиб с растяжением балки

Для заданной балки требуется: определить опасное сечение, найти положение нейтральной линии, построить эпюру нормальных напряжений в долях F и определить грузоподъемность из расчёта на прочность по допускаемым напряжениям.

	Второе 
число шифра
	(,
мм
	b,
мм
	h,
мм
	l,
мм
	(т,
МПа
	nт

	1
	3
	10
	16
	50
	260
	1,6

	2
	4
	14
	22
	60
	330
	2,0

	3
	5
	16
	24
	70
	340
	1,7

	4
	6
	18
	28
	80
	370
	2,5
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Пример решения

Расчётная схема
[image: image471.png]10F




Исходные данные

	Второе число шифра
	b,
мм
	h,
мм
	l,
мм
	(т,
МПа
	nт

	5
	12
	18
	50
	250
	2


Решение

Расчёт на прочность необходимо проводить для опасного сечения. Для его определения находим внутренние силы:
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Очевидно, что опасным является сечение с координатой 
[image: image474.wmf].

мм

50

z

=

 Здесь


[image: image475.wmf].

F

110

)

50

60

(

F

M

y

=

+

=


Теперь в этом сечении надо установить опасную точку. Найдем положение нулевой линии. С этой целью приравняем нормальное напряжение в сечении к нулю:
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Сокращая на 10F, перепишем уравнение нулевой линии:
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Она представляет собой прямую линию. Определим отрезки x0 и y0, отсекаемые ею на координатных осях:

[image: image478.wmf];

9

i

J

9

:

A

1

y

,

0

x

2

x

x

0

=

=

=

                  
[image: image479.wmf]11

i

J

11

:

A

1

x

,

0

y

2

y

y

0

-

=

-

=

=

.

По исходным данным задачи вычислим геометрические характеристики сечения.
Площадь:
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Осевые моменты инерции:
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Квадраты радиусов инерции:
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Теперь можно найти отрезки нулевой линии:

[image: image483.wmf],

мм

3

9

27

y

,

мм

09

,

1

11

12

x

0

0

=

=

-

=

-

=


и показать положение нулевой линии на рисунке.

[image: image701.png]


Напряжения в сечении вычисляются по формуле:
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Нулевая линия делит сечение на две части. В одной напряжения положительные (отмечены знаками +), в другой – отрицательные (знаки –). Чем больше расстояние от точки до нулевой линии, тем больше напряжение в ней. Видно, что наибольшие напряжения имеют место в точках B и C.
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В качестве расчётного напряжения принимается большее из них по абсолютному значению:
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Условие прочности имеет вид:
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Найдем допускаемое напряжение:
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Таким образом, получим:
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Отсюда определим грузоподъемность данной балки:
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Задача 13
Плоское напряжённое состояние в точке и прочность

В некоторой точке упругого тела заданы: компоненты напряжённого состояния (х , (у , (z , (xy , (yz , (zx ; пределы текучести материала на растяжение и сжатие (тр , (тс; требуемый (нормативный) коэффициент запаса прочности [n]. Требуется:

1) написать тензор напряжений;
2) изобразить напряжённое состояние в виде кубика с указанием координатных осей и напряжений, приложенных к его граням;
3) вычислить инварианты напряженного состояния J1, J2, J3 и записать характеристическое (кубическое) уравнение;
4) решить характеристическое уравнение и определить главные напряжения (1, (2, (3;
5) выбрать подходящую для заданного материала гипотезу пластичности и найти эквивалентное напряжение;

6) вычислить коэффициент запаса прочности и проверить прочность.

	Второе число шифра
	(тр,
МПа
	(тс,
МПа
	[n]

	1
	240
	240
	1,8

	2
	250
	430
	2,0

	3
	300
	300
	2,2

	4
	150
	310
	1,5


	Первое число шифра
	(х,
МПа
	(у,
МПа
	(z,
МПа
	(xy,
МПа
	(xz,
МПа
	(yz,
МПа

	1
	– 20
	30
	60
	25
	5
	55

	2
	30
	– 25
	45
	20
	50
	– 5

	3
	– 25
	40
	45
	15
	– 10
	55

	4
	50
	– 20
	– 40
	– 35
	15
	– 55

	5
	20
	– 25
	35
	20
	40
	– 5

	6
	– 35
	40
	35
	15
	– 20
	55

	7
	25
	– 10
	75
	30
	55
	20

	8
	– 45
	50
	– 15
	– 10
	– 55
	40

	9
	15
	– 20
	– 35
	– 15
	0
	– 35

	10
	– 50
	20
	20
	25
	– 25
	45

	11
	– 25
	– 40
	– 25
	20
	– 5
	– 20

	12
	– 30
	35
	– 25
	– 15
	– 45
	20

	13
	40
	– 25
	– 25
	– 20
	20
	– 45

	14
	– 50
	40
	10
	10
	– 40
	50

	15
	– 30
	– 20
	40
	45
	15
	25

	16
	30
	40
	– 10
	– 40
	– 10
	0

	17
	– 30
	20
	– 60
	– 25
	– 55
	– 5

	18
	– 50
	25
	5
	15
	– 35
	40

	19
	25
	– 30
	65
	35
	60
	5

	20
	5
	– 50
	15
	30
	35
	– 20

	21
	20
	– 20
	60
	30
	50
	10

	22
	25
	– 40
	25
	20
	45
	– 20

	23
	15
	– 25
	– 30
	– 10
	5
	– 35

	24
	– 20
	10
	– 70
	– 30
	– 50
	– 20

	25
	20
	– 25
	55
	30
	50
	5

	26
	– 25
	30
	55
	25
	0
	55

	27
	– 35
	50
	– 5
	– 10
	– 45
	40

	28
	– 30
	45
	55
	20
	– 10
	65

	29
	– 25
	30
	45
	20
	– 5
	50

	30
	20
	35
	– 15
	– 35
	– 15
	0


Пример решения

Исходные данные

	Первое число шифра
	(х,
МПа
	(у,
МПа
	(z,
МПа
	(xy,
МПа
	(xz,
МПа
	(yz,
МПа

	31
	40
	–10
	–20
	–25
	15
	–35


	Второе
число
шифра
	(тр,
МПа
	(тс,
МПа
	[n]

	5
	240
	240
	2,3


Решение

1. Тензор напряжений:
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2. Изображение напряжённого состояния в точке. 

[image: image702.png]


Показываем элементарный парал​ле​лепипед (кубик) в системе координат​ных осей x, y, z. При изображении напряжений с по​мощью стрелок учиты​ваются их знаки, данные в тензоре напря​жений. Невидимые на​пряжения на гранях не показываются, чтобы не загро​мождать рисунок. На рисунке относи​тельные толщины линий должны быть следу​ющими: оси – тонкие линии, ребра паралле​лепипеда – толще, стрелки напряжений – толстые. 

3. Инварианты напряжённого состояния:
J1 = (х + (у + (z = 40 – 10 – 20 = 10 МПа,
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[image: image494.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image495.wmf].
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Характеристическое уравнение в общем виде является кубическим: 

(3 – J1(2 + J2( – J3 = 0.

Перепишем его с учётом найденных численных значений инвариантов:
(3 – 10(2 – 3075( – 0 = 0.

4. Для его решения преобразуем характеристическое уравнение, приведя его к следующему виду:
σ((2 – 10( – 3075) = 0.

Очевидно, что один из корней уравнения равен нулю, σ = 0. Остальные два найдутся из квадратного уравнения:
(2 – 10( – 3075 = 0.

Конкретно

σ = 5 ± 
[image: image496.wmf]3075
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= 5 ± 55,68;

σ' = 5 + 55,68 = 60,58 МПа, σ'' = 5 - 55,68 = -55,58 МПа.

Вычисленные корни являются главными напряжениями. Упорядочим их обозначения так, чтобы они располагались в убывающем порядке:
σ1 ≥ σ2 ≥ σ3.

Отсюда следует:
σ1 = 60,58 МПа,           σ2 = 0 МПа,      σ3 = – 55,58 МПа.


Равенство нулю одного из главных напряжений означает, что данное напряжённое состояние является плоским.

5. Эквивалентное напряжение.

Материал, применяемый в данном случае, является пластичным и имеет одинаковые пределы текучести при растяжении и сжатии. Поэтому для определения эквивалентного напряжения наиболее подходящей является гипотеза пластичности Хубера – Мизеса (энергетическая теория пластич​нос​ти). Вычисляем по соответствующей формуле:
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Для материалов с неодинаковыми пределами текучести эквивалентное напряжение вычисляется по теории Мора:
(экв = (1 – k(3, k = σтр/σтс.
6. Коэффициент запаса прочности:
n = (тр/(экв = 240/96,57 = 2,485.

Сравнивая с нормативным коэффициентом запаса [n] = 2,3, имеем:
n > [ n ].

Отсюда следует, что прочность в данной точке тела обеспечена.

Если соотношение коэффициентов запаса окажется обратным, то вывод будет противоположным – «прочность в данной точке тела не обеспечена».
Задача 14

Напряжённое состояние в точке и прочность

В некоторой точке упругого тела заданы: компоненты напряжённого состояния (х, (у, (z, (xy, (yz, (zx; пределы текучести материала на растяжение и сжатие (тр, (тс; направляющие косинусы l, m, n перпендикуляра к площадке, наклоненной к координатным осям; требуемый (нормативный) коэффициент запаса прочности [n]. Требуется:

1) написать тензор напряжений;

2) изобразить напряжённое состояние в виде кубика с указанием координатных осей и напряжений, приложенных к его граням;

3) вычислить полное, нормальное и касательное напряжения в наклонной площадке, заданной направляющими косинусами l, m, n;

4) вычислить инварианты напряжённого состояния J1, J2, J3 и записать характеристическое (кубическое) уравнение;

5) используя специальную типовую программу ЭВМ, определить главные напряжения (1, (2, (3 и направляющие косинусы для каждой главной площадки lk, mk , nk (k = 1, 2, 3);

6) выбрать подходящую для заданного материала гипотезу пластичности и найти эквивалентное напряжение;

7) вычислить коэффициент запаса прочности и проверить прочность.

Нижеследующий текст при оформлении работы не пишется!

УКАЗАНИЯ ПО РАБОТЕ НА ЭВМ

1. Работа на ЭВМ осуществляется в диалоговом режиме с программой, записанной на компьютере. Она требует ввода исходных данных и результатов ручных вычислений. Поэтому сначала необходимо выполнить пункты 3, 4 задания и по запросу ЭВМ ввести соответствующие результаты.

2. При неправильном значении результатов ЭВМ выводит сообщение на экран дисплея, требует исправления ошибки и повторного ввода чисел.

3. При успешном завершении диалога ЭВМ выдает на экран дисплея главные напряжения и направляющие косинусы главных площадок. Их необходимо распечатать и вклеить в работу или переписать вручную.

4. Пункт 6 задания выполняется с помощью итогов вычислений на ЭВМ.

	Первое

число шифра
	(х,
МПа
	(у,
МПа
	(z,
МПа
	(xy,
МПа
	(yz,
МПа
	(zx,
МПа

	1
	130
	110
	150
	10
	20
	20

	2
	60
	100
	80
	– 20
	40
	– 20

	3
	120
	80
	140
	20
	20
	10

	4
	50
	90
	70
	– 10
	30
	– 20

	5
	30
	– 10
	60
	30
	20
	10

	6
	70
	110
	80
	– 10
	30
	– 30

	7
	40
	20
	70
	20
	20
	30

	8
	20
	60
	10
	10
	20
	– 40

	9
	100
	90
	130
	10
	20
	20

	10
	– 20
	10
	– 30
	10
	20
	– 50

	11
	– 70
	– 80
	– 20
	20
	30
	40

	12
	30
	70
	20
	10
	20
	– 40

	13
	90
	70
	120
	20
	20
	30

	14
	80
	110
	80
	– 10
	20
	– 20

	15
	70
	60
	100
	10
	20
	20

	16
	60
	90
	60
	– 10
	20
	– 20

	17
	– 10
	– 30
	10
	20
	30
	30

	18
	40
	80
	50
	– 10
	30
	– 20

	19
	40
	10
	70
	30
	20
	10

	20
	– 30
	10
	– 20
	– 10
	40
	– 30

	21
	20
	– 20
	50
	30
	20
	10

	22
	– 30
	10
	– 10
	– 20
	50
	– 20

	23
	– 10
	– 50
	10
	30
	20
	10

	24
	– 10
	10
	– 30
	10
	20
	– 40

	25
	– 40
	– 70
	– 10
	30
	30
	20

	26
	– 70
	– 20
	– 60
	– 10
	40
	– 30

	27
	60
	30
	90
	30
	30
	20

	28
	70
	90
	50
	10
	20
	– 30

	29
	90
	50
	110
	30
	20
	10

	30
	30
	70
	20
	10
	20
	– 40


	Второе

число
шифра
	(тр,
МПа
	(тс,
МПа
	l
	m
	n
	[n]

	1
	240
	240
	–0,4
	0,7
	0,5916
	2,4

	2
	250
	430
	0,5
	–0,6
	0,6245
	2,0

	3
	300
	300
	0,6
	0,5
	–0,6245
	2,5

	4
	150
	310
	0,7
	0,4
	–0,5916
	1,5


Пример решения

Исходные данные

	Первое число шифра
	(х,
МПа
	(у,
МПа
	(z,
МПа
	(xy,
МПа
	(yz,
МПа
	(zx,
МПа

	31
	40
	–10
	50
	–25
	15
	20


	Второе число шифра
	(тр,
МПа
	(тс,
МПа
	l
	m
	n
	[n]

	5
	160
	320
	0,6
	–0,5
	0,6245
	1,6


Решение

1. Тензор напряжений:
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2. Изображение напряжённого со​стояния в точке. 

Показываем элементарный паралле​лепипед (кубик) в системе координатных осей x, y, z. При изображении напряжений с помощью стрелок учитываются их знаки, данные в тензоре напряжений. Визуально невидимые напряжения на гранях не по​казываются, чтобы не загромождать ри​сунок. На рисунке относительные тол​щины линий должны быть следую​щими: оси – тонкие линии, ребра параллелепи​педа – толще, стрелки напряжений – толстые. 

3. Напряжения в наклонной площадке.

Компоненты полного напряжения определяем по известным формулам:
X = (хl + (yxm + (zxn = 40·0,6 – 25· (-0,5) + 20·0,6245 = 48,99 МПа,

Y = (xy l + (y m + (zyn = – 25·0,6 – 10· (– 0,5) + 15·0,6245 = – 0,632 МПа,

Z = (xzl + (yzm + (zn = 20·0,6 + 15· (– 0,5) + 50·0,6245 = 35,72 МПа.

Полное напряжение:
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Нормальное напряжение:
(( = Xl + Ym + Zn = 48,99 ··0,6 – 0,632 · (– 0,5) + 35,72 ··0,6245 = 52,02 МПа.

Касательное напряжение:
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4. Инварианты напряжённого состояния:
J1 = (х + (у + (z = 40 – 10 + 50 = 80 МПа,
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Характеристическое уравнение в общем виде:
(3 – J1(2 + J2( – J3 = 0.

Оно же с учётом найденных численных значений инвариантов:
(3 – 80(2 – 150( + 71250 = 0.

5. Главные напряжения и направляющие косинусы главных площадок.

Результаты решения характеристического уравнения и определения направляющих косинусов главных площадок, выданные ЭВМ, представляют следующую таблицу.
Таблица

	Номера главных
площадок k
	(k

МПа
	lk
	mk
	nk

	1
	65,84
	0,6487
	–0,0638
	0,7584

	2
	40,73
	–0,6414
	0,4905
	0,5899

	3
	–26,57
	–0,4097
	–0,8691
	0,2773


6. Эквивалентное напряжение.

Материал, применяемый в данном случае, является пластичным, но имеет разные пределы текучести при растяжении и сжатии. Поэтому для определения эквивалентного напряжения подходящей является гипотеза пластичности Мора. Вычисляем по соответствующей формуле:
(экв = (1 – k(3.

Здесь отношение пределов текучести:
k = (тр / (тс = 160 / 320 = 0,5.

Следовательно,
(экв = 65,84 – 0,5(-26,57) = 79,12 МПа.

Для материалов с одинаковыми пределами текучести эквивалентное напряжение вычисляется или по гипотезе наибольших касательных напряжений:
(экв = (1 – (3,

или по гипотезе энергии формоизменения
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7. Коэффициент запаса прочности:
n = (тр / (экв = 160/79,12 = 2,02.

Сравнивая с нормативным коэффициентом запаса [n], имеем:
n > [ n ].

Отсюда следует, что прочность в данной точке тела обеспечена.

Если соотношение коэффициентов запаса окажется обратным, то вывод будет противоположным – «прочность в данной точке тела не обеспечена».

Задача 15

Плоская статически неопределимая рама

Для плоской статически неопределимой рамы с постоянным круглым поперечным сечением требуется: раскрыть статическую неопределённость и построить эпюры внутренних сил М, Q, N; из расчёта на прочность по наибольшим нормальным напряжениям определить диаметр сечения; вычислить линейное перемещение точки А и угол поворота сечения В. Модуль упругости материала Е = 200 ГПа.

	Второе число шифра
	l,
м
	h,
м
	a,
м
	F,
кН
	q,
кН/м
	M,
кНм
	(т,
МПа
	nт

	1
	0,2
	0,3
	0,1
	5
	40
	1,2
	250
	2,0

	2
	0,3
	0,2
	0,1
	4
	30
	1,0
	330
	1,5

	3
	0,4
	0,5
	0,2
	3
	20
	1,2
	360
	1,8

	4
	0,5
	0,4
	0,2
	2
	10
	1,0
	320
	1,6


Примечание: Некоторые рамы не имеют опорных закреплений. При определении перемещений для них следует какое-либо сечение, не совпадающее с А и B, принять неподвижным, т е. защемлённым.
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Пример решения

Исходные данные

	Второе число шифра
	l,
м
	h,
м
	a,
м
	F,
кН
	q,
кН/м
	(т,
МПа
	nт

	1
	0,4
	0,5
	0,3
	4
	20
	360
	1,8


Расчётная схема                                                                 Решение
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Степень статической неопределённости плоской рамы вычисляется по формуле:
s = 3к – ш,

где к – количество замкнутых контуров, ш – количество однократных шарниров. На расчётной схеме (рис. 1) проводим пунктирные линии, объединяющие в единое целое основание рамы, к которому она крепится. Это позволяет отчётливо увидеть, что рама имеет два замкнутых контура. Как нетрудно подсчитать, количество шарниров равно четырём. Итак, имеем:
s = 3 · 2 – 4 = 2.

Система 2 раза статически неопределимая. Будем раскрывать статическую неопределённость с помощью метода сил. Независимо от конкретного выбора лишних неизвестных сил Х1, Х2 для их определения будет использована каноническая система уравнений:
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Отбрасываем две связи, наложенные на раму в виде шарнирно подвижных опор, и получаем из заданной системы (рис. 1) основную систему (рис. 2). Она должна быть, во-первых, геометрически неизменяемой жёсткой конструкцией, т.е. способной нести внешнюю нагрузку, и, во-вторых, уже статически определимой системой. Очевидно, что выбранная основная система обладает такими свойствами. 
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Прикладываем к основной системе заданную нагрузку и неизвестные опорные реакции Х1, Х2 в отброшенных связях и получаем эквивалентную систему (рис. 3). Система уравнений (1) является математическим выражением того факта, что перемещения в направлениях неизвестных сил X1 и Х2 должны равняться нулю, поскольку в местах их приложений на самом деле имеются опоры, не позволяющие перемещаться.

Для решения уравнений необходимо сначала найти коэффициенты и свободные члены системы (1). Они представляют собой перемещения в направлениях сил X1 и Х2 от единичных сил 
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 и нагрузки F. Отсюда следует, что необходимо построить эпюры изгибающих моментов от этих сил. Влияние продольных и поперечных сил на величину перемещений весьма незначительно, поэтому они не учитываются в вычислениях. 

Эпюры изгибающих моментов построены по их значениям в отдельных характерных точках рамы. Они вычисляются с помощью метода сечений несложным путём, и поэтому соответствующие выкладки здесь не приводятся. Результатом действий являются эпюры, представленные на рис. 4, 5, 6. При этом соблюдается правило построения эпюр, по которому ординаты откладываются со стороны сжатых волокон. 
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	Рис. 4
	Рис. 5
	Рис. 6



Теперь приступим к определению перемещений:
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Подстановка в систему уравнений (1) и сокращение на EJ даёт:
0,1013X1 + 0,05X2 – 0,248 = 0,

0,05X1 + 0,04167X2 – 0,2167 = 0.

Решаем эту систему уравнений и получаем:
X1 = - 0,291 кН, X2 = 5,55 кН.

Полученные знаки в ответах показывают, что сила Х1 направлена в сторону, противоположную изображённому на рис. 3, а X2 совпадает по направлению с изображённым там же.

Отметим на рис. 1 дополнительно точки C и D. Тогда получается, что рама имеет три участка – AC, CB, BD. Построим для них эпюры продольных сил N, поперечных сил Q и изгибающих моментов M с помощью метода сечений.

Участок АС
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Проводим сечение произвольно внутри участка, выбираем для рассмотрения верхнюю отсечённую часть (рис. 7), показываем оси z и y, отмечаем переменное расстояние до сечения 
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м и точку G. Далее необходимо показать на схеме искомые внутренние силы, направления которых заранее не известны. Направления сил можно, вообще-то, избирать произвольно, и будут получены правильные ответы. Но при этом их знаки в конце вычислений придётся приводить в соответствие с правилами знаков сопротивления материалов. Чтобы избежать этих дополнительных процедур, целесообразно заранее намечать для внутренних сил положительные направления. В этом случае в ответах будут получены знаки, автоматически учитывающие установленные правила для внутренних сил. 

Будем придерживаться следующих правил. Продольные силы N положительны, если они растягивающие. Поперечные силы Q положительны, если они создают момент, направленный по часовой стрелке относительно отсечённой части. С учётом сказанного намечены направления стрелок на рис. 7. Изгибающие моменты не имеют правила знаков, поэтому соответствующее направление здесь избрано произвольно. В то же время для них существует упомянутое выше правило построения эпюр, и его необходимо соблюдать.

Далее составляем уравнения равновесия и по ним определяем внутренние силы:
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Результат нулевой, поэтому на этом участке (рис. 10) эпюра не строится.
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       F – Q = 0,       Q = F = 4 кН.

Поперечная сила здесь является постоянной величиной, и ей соответствует эпюра данного участка на рис. 11.
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Как видим, изгибающие моменты являются линейной функцией. Для построения соответствующего графика необходимо иметь две точки. Найдём значения момента в концевых сечениях:
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Для нижнего конца получен знак «плюс», означающий, что направление момента, показанное на рис. 7, совпадает с действительным. Из этого следует, что правые волокна рамы в этом месте будут сжатыми. И именно с этой стороны откладывается полученное значение на эпюре (рис. 12).
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Участок СВ

Руководствуясь аналогичными соображениями, рассматриваем левую отсечённую часть (рис. 8). Здесь 
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По этим результатам построены эпюры внутренних сил участка CB на рис. 10-12. 

Участок BD
После того, как будет проведено произвольное сечение внутри этого участка, может показаться целесообразным рассматривать далее верхнюю отсечённую часть. Однако это не так. Причина здесь в том, что в верхней опоре в виде [image: image709.png]


заделки действуют три неизвестные опорные реакции: две силы и момент. Без их предварительного определения, которое будет связано с большим объёмом вычислений, уравнения равновесия невозможно составлять. Следовательно, и внутренние силы не могут быть найдены. Поэтому лучше рассматривать для этого участка нижнюю отсечённую часть, показанную на рис. 9. Тогда имеем:
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По этим результатам завершается построение эпюр, представленных на рис. 10-12.
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	Рис. 10
	Рис. 11
	Рис. 12


Перейдём к определению диаметра поперечного сечения. От продольной силы и изгибающего момента в поперечном сечении рамы возникают нормальные напряжения σ, а от поперечной силы – касательные напряжения τ. Последние влияют на прочность таких рам весьма незначительно, поэтому поперечную силу не будем принимать во внимание. 
Простой визуальный анализ эпюр N (рис. 10) и M (рис. 12) обнаруживает, что наибольшие нормальные напряжения возникают в нижнем конце участка BD (здесь самые большие продольные силы) и левом конце участка CD (здесь самый большой изгибающий момент). Прямое сравнение соответствующих напряжений при неизвестном диаметре сечений невозможно. Поэтому будем определять диаметр дважды, и больший из них принимать как окончательный. 

Выполняем соответствующие расчёты.
Участок BD
Условие прочности имеет вид:
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Из эпюр выписываем внутренние силы N = 8,291 кН, M = 0,5164 кНм. Определяем геометрические характеристики поперечного сечения в виде круга:

· площадь – A = 
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d

785

,

0

4

d

141

,

3

4

d

2

2

2

=

=

p


· осевой момент сопротивления – W = 
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Допускаемое напряжение:
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Подставим найденные значения в условие прочности (2) и получим:
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Умножим левую и правую части на d3, разделим на 10000, произведём простейшие арифметические операции и запишем результат:
1,056d + 0,5264 = 20000d3.

Полученное есть неполное кубическое уравнение. Отыскание его корней общими методами оказывается слишком громоздким: требуется большой объём вычислений, придётся найти три корня вместо одного, имеющего практическое значение. Поэтому отдадим предпочтение численному методу последовательных приближений. В целях реализации метода выразим d в правой части уравнения через остальные элементы уравнения, введём в индексах номера приближений i и i + 1 и получим итерационную формулу:
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Пусть в нулевом приближении i = 0, d0 = 0. Подставим в формулу (3) и получим первое приближение:
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Вновь пользуясь формулой (3), получим второе приближение:
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Продолжение такого вычислительного процесса даёт следующие приближения:

 d3= 0,030338 м, d4= 0,030338 м.                                         (4)

Очевидно, что дальнейшие приближения не уточняют последнего результата, поэтому вычисления можно прекратить. 

Участок СB
Условие прочности имеет вид:
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Из эпюр выписываем внутренние силы N = – 4 кН, M = 1,2 кНм. Появление знаков модуля в (5) связано с тем, что наибольшие напряжения в сечении сжимающие, т.е. отрицательные, а между тем их надо сравнивать с положительным допускаемым напряжением. 

Подстановки приводят (5) сначала к виду:
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а после преобразований – к уравнению:
0,5096d + 1,2232 = 20000d3.

Из него получается итерационная формула:
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Придерживаясь алгоритма предыдущего случая, последовательно получим:
d0 = 0 м,        d1 = 0,039399 м,      d2 = 0,039614 м,
d3 = 0,039615 м,      d4 = 0,039615 м.                                  (6)

Дальнейшее продолжение итерационного процесса не имеет смысла, поэтому прекращается.


Сравнивая результаты (4) и (6), выбираем большее значение в качестве окончательного значения диаметра:
d = 0,03962 м = 39,62 мм.

Вычислим осевой момент инерции сечения, необходимый для определения перемещений:
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Для определения перемещений к основной системе (рис. 2) прикладываем единичную силу 
[image: image563.wmf]1
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 и единичный момент 
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 поочередно и строим соответствующие эпюры изгибающих моментов (рис. 13, 14). Перемножение этих эпюр с эпюрой М (рис. 6) дает горизонтальное перемещение точки А:

[image: image565.wmf](

)

ê

ë

é

+

×

-

×

×

+

×

+

×

×

×

×

×

×

×

×

=

D

-

-

5164

,

0

3

,

0

3

,

0

7418

,

0

4

3

,

0

2

,

1

6

4

,

0

3

,

0

3

2

2

,

1

3

,

0

2

1

10

209

,

1

10

10

200

1

7

3

9

A


[image: image566.wmf](
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и угол поворота сечения, проходящего через точку В:
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	Рис. 13
	Рис. 14


Полученные в ответах знаки «плюс» означают, что найденные перемещения совпадают с направлениями единичных сил, показанными на рис. 13 и 14.

Задача 16
Пространственная статически неопределимая рама

Для статически неопределимой (плоско)пространственной рамы постоянного сечения требуется: раскрыть статическую неопределённость и построить эпюры изгибающих и крутящих моментов; определить размеры поперечного сечения, пренебрегая влиянием поперечных и продольных сил. Модули: упругости Е = 200 ГПа, сдвига G = 80 ГПа.

	Второе число шифра
	l,
м
	h,
м
	a,
м
	F,
кН
	M,
кНм
	(т,
МПа
	nт

	1
	0,4
	0,3
	0,2
	1,0
	0,5
	230
	2,0

	2
	0,5
	0,4
	0,3
	2,0
	0,8
	240
	1,5

	3
	0,4
	0,2
	0,25
	1,2
	0,6
	280
	1,8

	4
	0,5
	0,3
	0,2
	1,6
	0,7
	320
	1,6


Примечание: в первой строчке текста условие задачи пишется в зависимости от заданной конкретной расчётной схемы – или «…плоско​простран​ственной рамы...», или «…пространственной рамы…».

[image: image571.png]®@
i





[image: image572.png]# +OF EHW/M = g 40





[image: image573.png]



Пример решения
Исходные данные

	Второе 
число 
шифра
	l,
м
	h,
м
	a,
м
	F,
кН
	(т,
МПа
	nт

	1
	0,2
	0,3
	0,25
	2,2
	240
	1,5


Заданная система                                              Решение
[image: image710.png]


В опорах заданной рамы возникают 7 опорных реакций: 6 – в заделке, 1 – в шарнирно подвижной опоре. Для их определения можно составить лишь 6 уравнений статики. Значит, система 
1 раз статически неопределима. Будем раскрывать статическую неопределённость с помощью метода сил. Независимо от конкретного выбора лишней неизвестной силы для её определения будет использовано каноническое уравнение:
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На расчётную схему и сечение нанесём координатные оси x и y. 


Определим геометрические характеристики поперечного сечения, которые понадобятся в дальнейших вычислениях. 

Осевые моменты инерции:
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Осевые моменты сопротивления:

[image: image577.wmf],

198

8

1584

8

J

W

3

4

x

x

d

=

d

d

=

d

=

 
[image: image578.wmf].

2

,

147

5

736

5

J

W

3

4

y

y

d

=

d

d

=

d

=


Момент инерции на кручение:
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Момент сопротивления на кручение:
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Выбираем основную систему в виде той же рамы, но с отброшенной шарнирно подвижной опорой (рис. 2). Она должна быть, во-первых, геометрически неизменяемой жёсткой конструкцией, т.е. способной нести внешнюю нагрузку, и, во-вторых, уже статически определимой системой. Очевидно, что выбранная основная система обладает такими свойствами.

К основной системе прикладываем опорную реакцию отброшенной опоры и нагрузку F и получаем эквивалентную систему (рис. 3). Уравнение (1) является математическим выражением того факта, что перемещение в направлении неизвестной силы X1 должно равняться нулю, поскольку здесь на самом деле имеется опора.
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	Рис. 2
	Рис. 3


Для определения силы X1 необходимо найти коэффициент δ11 и свободный член Δ1F уравнения (1). Они представляют собой перемещения в направлении силы X1 от единичной силы 
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 и нагрузки F. Отсюда следует, что необходимо построить эпюры изгибающих и крутящих моментов от этих сил. Влияние продольных и поперечных сил на величину перемещений весьма незначительное, поэтому они не учитываются в вычислениях. 

Эпюры изгибающих и крутящих моментов строятся по их значениям в отдельных характерных точках. Они вычисляются с помощью метода сечений весьма просто, и поэтому соответствующие выкладки здесь не приводятся. Результатом действий являются эпюры, представленные на рис. 4 и 5. Знаки крутящих моментов указаны явно и определены по следующему правилу: «плюс» – если при взгляде в торец отсечённой части крутящий момент направлен против часовой стрелки, «минус» – по часовой стрелке. При этом ординаты могут откладываться с любой стороны. Для изгибающих моментов знак не установлен, но действует правило построения эпюр, по которому ординаты откладываются со стороны сжатых волокон. 
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	Рис. 4
	Рис. 5


Теперь приступим к определению перемещений:
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В ходе вычислений здесь учтены соотношения, установленные выше или по условию задачи:

[image: image588.wmf].
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В то же время E и Jx в формулы не подставлены, так как они будут сокращаться в уравнении (1).


Подставим найденные перемещения в (1) и из него найдём:

[image: image589.wmf].
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Теперь можно построить окончательные эпюры изгибающих и крутящих моментов. Воспользуемся следующим простым приёмом: ординаты эпюры 
[image: image590.wmf]1

M

 (рис. 4) умножим на найденное значение силы X1 и сложим с ординатами эпюры MF (рис. 5). В результате получим эпюры, изображённые на рис. 6.
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	Рис. 6
	Рис. 7


Размеры поперечного сечения необходимо определять из условия прочности наиболее опасного сечения:

[image: image593.wmf]].

[

экв

s

£

s

                                                          (2)

Наметить его положение сразу не удаётся, так как наибольшие значения изгибающих и крутящих моментов не сочетаются в одном и том же сечении. Выход состоит в том, чтобы в нескольких подозреваемых сечениях вычислить эквивалентные напряжения и путём их сравнения по большему значению выбрать опасное сечение. 

Анализ эпюр показывает, что опасными сечениями могут оказаться A или B. Приступим к их изучению. 
Сечение А

Показываем сечение и действующие в нём внутренние силы: 

Mx = 660 Нм,    My = 550 Нм,     Mк = 115,2 Нм.

Их направления выбираются в соответствии с эпюрами на рис. 6.

В точке С имеется наиболее неблагоприятное сочетание нормальных и касательных напряжений, поэтому расчёты проведём именно здесь. Вырежем около неё кубик и покажем на его гранях действующие напряжения. Вычисляем их по известным формулам.

Нормальные напряжения:
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Касательные напряжения:

[image: image595.wmf].
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Данное напряжённое состояние является плоским, и соответствующее эквивалентное напряжение определится по энергетической гипотезе пластичности по формуле:
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Сечение В

Пользуясь теми же соображениями и приёмами, получим рисунки и численные результаты:
[image: image711.png]® =
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Mx = 115,2 Нм, Mк= 550 Нм.

Напряжения вычисляются для наиболее напряжённой точки D:

[image: image597.wmf],

037

,

2

270

550

W

М

,

5818

,

0

198

2

,

115

W

М

3

3

k

к

3

3

x

х

d

=

d

=

=

t

d

=

d

=

=

s



[image: image598.wmf]3
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Сравнивая эквивалентные напряжения (3) и (4) в двух сечениях, приходим к выводу, что опасным является сечение А. 

Найдём допускаемое напряжение:
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                                  (5)

Подставляя (3) и (5) в (2), имеем:

[image: image600.wmf].
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Отсюда получаем искомый размер поперечного сечения:
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Задача 17

Расчёт стойки на устойчивость

Стальная стойка (рис. 1) имеет в главных плоскостях zx и zy разные условия закрепления концов (рис. 2) и одну из форм поперечного сечения, изображенных на рис. 3. Модуль упругости материала Е = 200 ГПа. Определить из расчёта на устойчивость, используя коэффициент снижения основного допускаемого напряжения (, допускаемое значение силы [F]; вычислить коэффициент запаса по устойчивости.
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	Рис. 1
	Рис. 2
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	Рис. 3


Таблица 1

a, b – параметры формулы Ясинского
	Второе

число

шифра
	Форма
поперечного сечения
	Марка стали
	(т,
МПа
	(пц,
МПа
	nт
	a,
МПа
	b,
МПа

	1
	I
	Ст2
	220
	190
	2,0
	264
	0,70

	2
	II
	Ст3
	240
	200
	1,5
	310
	1,14

	3
	III
	Ст4
	260
	220
	1,6
	328
	1,11

	4
	IV
	Ст5
	280
	240
	2,5
	350
	1,15


Таблица 2
	Первое число

шифра
	Схема 
закрепления 
в плоскости
	l,
м
	Первое число

шифра
	Схема 
закрепления 
в плоскости
	l,
м

	
	zx
	zy
	
	
	zx
	zy
	

	1
	1
	2
	3,0
	16
	2
	1
	1,8

	2
	1
	3
	1,8
	17
	3
	1
	2,0

	3
	1
	4
	3,4
	18
	4
	1
	3,2

	4
	1
	5
	2,1
	19
	5
	1
	3,4

	5
	1
	6
	3,2
	20
	6
	1
	2,1

	6
	2
	3
	1,6
	21
	3
	2
	1,8

	7
	2
	4
	1,5
	22
	4
	2
	1,6

	8
	2
	5
	1,8
	23
	5
	2
	1,5

	9
	2
	6
	1,4
	24
	6
	2
	1,7

	10
	3
	4
	1,5
	25
	4
	3
	1,4

	11
	3
	5
	1,4
	26
	5
	3
	1,8

	12
	3
	6
	1,8
	27
	6
	3
	1,7

	13
	4
	5
	3,5
	28
	5
	4
	2,8

	14
	4
	6
	3,4
	29
	6
	4
	3,6

	15
	5
	6
	3,8
	30
	6
	5
	3,5


Пример решения

Расчётная схема
	[image: image605.png]zZ
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	Рис. 1
	Рис. 2
	Рис. 3


Исходные данные

a, b – параметры формулы Ясинского

	Второе

число

шифра
	Форма
поперечного
сечения
	Марка стали
	(т,
МПа
	(пц,
МПа
	nт
	a,
МПа
	b,
МПа

	5
	V
	Ст4
	260
	220
	2,0
	328
	1,11


	Первое число

шифра
	Схема закрепления в плоскости
	l,
м

	
	zx
	zy
	

	31
	5
	3
	2,5


Решение

Допускаемое значение силы должно удовлетворять условию устойчивости:
σ = 
[image: image608.wmf]].
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Отсюда:
F = [F] = 
[image: image609.wmf]j

 [σ] A.

Из таблицы «Швеллеры стальные горячекатаные (ГОСТ 8240-97)» возьмём данные:
А1 = 7,51 см2,     J
[image: image610.wmf]1

x

= 8,7 см4,    
J
[image: image611.wmf]1

y

= 48,6 см4,   b = 36 мм,     z0 = 1,24 см.
Вычислим геометрические характеристики составного сечения.

Площадь 
A = 2 A1 = 2 · 7,51 = 15,02 см2.

Расстояние между параллельными осями x и x1:
a = 1,2 / 2 + 3,6 – 1,24 = 2,96 см.

Осевые моменты инерции:
Jx = 2(J
[image: image612.wmf]1

x

 + a2 A1) = 2(8,7 + 2,962 · 7,51) = 149 см4, 
Jy = 2 J
[image: image613.wmf]1

y

 = 2·48,6 = 97,2 см4.

Радиусы инерции:
ix = 
[image: image614.wmf]15
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Коэффициенты приведения длины определяются в зависимости от условий закрепления концов стержня:
μx = 2,                μy = 0,7.

В этих обозначениях индексы соответствуют названиям осей, вокруг которых поворачиваются поперечные сечения стержня при потере устойчивости и искривлении продольной оси.

Гибкости стержня в двух плоскостях различные и определяются по формулам:
λx = 
[image: image616.wmf],
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        λy = 
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Для расчётов на устойчивость имеет значение лишь большее из их значений:
λmax = λx = λ = 158,7.


Фрагмент таблицы для коэффициента снижения основного допускаемого напряжения ( для стали Ст4 имеет вид:
	Ст4

	λ
	
[image: image618.wmf]j



	· · ·
	· · ·

	150
	0,32

	160
	0,29

	· · ·
	· · ·


Отсюда по линейной интерполяции для гибкости 158,7 получим:

[image: image619.wmf].
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Вычислим основное допускаемое напряжение на простое сжатие:

[image: image620.wmf].
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Тогда допускаемая нагрузка имеет значение


[image: image621.wmf].

кН

387

,

57

Н

57387

10

02

,

15

10

130

2939

,

0

]

F

[

4

6

=

=

×

×

×

×

=

-



Теперь найдём коэффициент запаса по устойчивости:
nу = 
[image: image622.wmf].
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Формула критического напряжения зависит от свойств материала и гибкости стержня. Поэтому предварительно вычислим параметры гибкости для заданного материала:

[image: image623.wmf].
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Расчётное значение гибкости λ = 158,7 больше λ2. Поэтому критическое напряжение вычисляется по формуле Эйлера:

[image: image624.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image625.wmf].
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Фактическое напряжение в поперечном сечении стержня:

[image: image626.wmf].
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Коэффициент запаса по устойчивости:
nу = 
[image: image627.wmf].
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 EMBED Equation.3  [image: image628.wmf]
Задача 18

Расчёты на удар

На упругую стальную раму круглого поперечного сечения диаметра d с высоты h падает груз массой m. Модуль упругости материала Е = 200 ГПа, ускорение свободного падения g = 9,81 м/сек2. Определить наибольшее нормальное напряжение в сечениях и вертикальное перемещение точки удара.

Массу упругой системы не учитывать, влиянием поперечных и продольных сил на величину перемещений пренебречь.

	Второе
число

шифра
	m,
кг
	h,
мм
	a,
м
	d,
мм

	1
	4
	40
	0,3
	25

	2
	5
	20
	0,2
	28

	3
	2
	30
	0,4
	32

	4
	3
	20
	0,3
	30
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Пример решения

Расчётная схема                                    Исходные данные

	Второе число

шифра
	m,
кг
	h,
мм
	a,
м
	d,
мм

	5
	5
	30
	0,4
	24


[image: image712.png]



Решение

Динамические перемещения и напряжения определяются по формулам:

[image: image631.wmf],
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где kд – динамический коэффициент, Δс – статическое перемещение, σс – ста​ти​ческое напряжение. Динамический коэффициент вычисляется по формуле:
kд = 
[image: image632.wmf].
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Очевидно, что необходимо определить Δс. С этой целью к заданной раме прикладываем в месте удара статическую силу (силу тяжести массы m):
F = mg = 5 · 9,81 = 49,05 Н
[image: image633.png]



и строим от неё эпюру изгибающих моментов.
Изгибающий момент в сечении А MА= F а = 49,05 · 0,4 = 19,62 Нм. То же самое выполняется для единичной силы 
[image: image634.wmf].
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[image: image635.png]04




Определяем геометрические характеристики поперечного сечения. Осевой момент инерции:
J = 
[image: image636.wmf],
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осевой момент сопротивления:

[image: image637.wmf].
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Вычислим статические перемещение и напряжение:

[image: image638.wmf],
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[image: image639.wmf].
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Теперь находим динамический коэффициент:

[image: image640.wmf],
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динамическое перемещение


[image: image641.wmf]мм
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и динамическое напряжение


[image: image642.wmf].
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Задача 19

Расчёт вращающейся рамы

Конструкция из стального прутка диаметром d вращается с постоянной угловой скоростью ( вокруг оси. Требуется:

1) построить эпюру изгибающих моментов от сил инерции;

2) пренебрегая влиянием продольных и поперечных сил в сечениях, определить из условия прочности допускаемую угловую скорость вращения.

	Второе
число

шифра
	l,
м
	d,
мм
	(т,
МПа
	nт

	1
	0,4
	40
	240
	1,5

	2
	0,5
	20
	280
	2,0

	3
	0,2
	30
	300
	1,5

	4
	0,3
	20
	360
	1,8
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Пример решения

Расчётная схема                                      Исходные данные

	Второе 
число

шифра
	l,
м
	d,
мм
	(т,
МПа
	nт

	5
	0,4
	20
	360
	1,5
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Решение

Допускаемую угловую скорость вращения найдём из условия прочности:
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Конструкция из заданного стального прутка представляет собой плоский брус коленчатого очертания. Вследствие вращения бруса вокруг оси возникают центробежные силы инерции, направленные перпендикулярно оси вращения и распределённые вдоль оси бруса.

На участке CD возникает центробежная сила инерции, равномерно распределенная по длине: q = m ( a. Здесь m – погонная масса (масса единицы длины стержня), a – центростремительное ускорение точек, принадлежащих отрезку CD:
a = (2 l = 0,4 (2.

Известно, что плотность стали ( = 7,81 ( 103 кг/м3. Найдём площадь поперечного сечения прутка:
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Тогда:
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Теперь можно найти распределённую нагрузку:
q = 2,454 · 0,4 (2 = 0,9816 (2.                                    (2)

На участках ВС и ED возникает неравномерно распределенная нагрузка: 
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где a(y) – центростремительное ускорение, зависящее от переменного расстояния y до оси вращения:
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Очевидно, что нагрузка (3) растет линейно от нуля до значения q, найденного выше формулой (2) для участка СD. 

Для определения опорных реакций R1 и R2 используем уравнения статики. Начнём с уравнения, содержащего лишь одно неизвестное:
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Сократим все слагаемые на l и найдём 

R2 = 
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1

 q l (0,5 + 1,5 +1) = q l.

Теперь проведём ось y на рисунке и составим второе уравнение статики:
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=

,

0

Y

– R1 + 0,5 q l + q l + 0,5 q l – R2 = 0.

Отсюда

R1 = 2 q l – R2 = 2 q l – q l = q l.

Эпюра изгибающих моментов имеет вид, изображенный на рисунке. Максимальное значение момента получается в середине участка CD и равно:
Mmax = q l ( 1,5l – 0,5q l ( 0,5 l – 0,5 q (l/2)2 =

= 1,125 q l2 = 1,125 · 0,9816 (2 0,4 = 0,1767 (2.

Вычислим осевой момент сопротивления сечения:
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и допускаемое напряжение:
[σ] = 
[image: image656.wmf].

МПа

240

5

,

1

360

n

т

Т

=

=

s


Подставим в условие прочности (1) и запишем:
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Отсюда получим:
0,225 (2 ( 240.

Значит, искомая допускаемая скорость вращения равна:
[ω] = 
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